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Актуальность данной статьи связано с развитием и интересом к теории интегральных уравнений, 

называемыми также некорректными задачами. Так как интегральные уравнения имеют большой 

вклад в приложении математических задач, то их исследование в настоящее время очень развита. 

Интегральные уравнения Фредгольма в последнее время широко применяются при решении задач в 

области прикладной математики, математического моделирования, прикладной механики, элек-

тродинамики, материаловедении, а также в теоретических исследованиях и разработках матема-

тических моделей, с помощью которых описываются процессы излучения, распространения, ди-

фракции и трансформации волн в естественных и искусственных сферах в виде интегральных урав-

нений. Результаты данного исследования могут быть применены для решения прикладных задач. 
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метр, следствие.  

 

 

равнение, к которому можно применить 

общую схему решения уравнения 

Фредгольма и Вольтерра с вырожденным 

ядром имеет вид: 

 

𝑣(𝑡) = ∫ ℎ(𝑡)
𝑡

𝑎
𝑚(𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠 + ∫ ∑ 𝑄𝑖

𝑘
𝑖=1

𝑏

𝑎
(𝑠, 𝑣(𝑠))𝑝𝑖(𝑡)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑡), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏,  (1)

 

где 𝑚(𝑡), 𝑄𝑖(𝑡, 𝑢), 𝑝𝑖(𝑡), ℎ(𝑡) − заданные 

непрерывные функции, при этом ℎ(𝑡) ≠ 0, а 

𝑢(𝑡) − неизвестная функция. 

Введя новую переменную и подставляя в 

уравнение (1), получаем 

 

𝑣(𝑡) = ℎ(𝑡)𝑢(𝑡), 

𝑢(𝑡) = ∫ ℎ(𝑠)
𝑡

𝑎
𝑚(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠 + ∫ ∑ 𝑄𝑖

𝑘
𝑖=1

𝑏

𝑎
(𝑠, ℎ(𝑠)𝑢(𝑠))𝑝𝑖(𝑡)ℎ−1(𝑡)𝑑𝑠 + +𝑓(𝑡)ℎ−1(𝑡).  

 

После преобразования имеем: 

 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑚(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎
+ ∫ ∑ 𝑄𝑖

𝑘
𝑖=1

𝑏

𝑎
(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑝𝑖(𝑡)𝑑𝑠 + 𝑓(𝑡),      𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 

 

то есть считаем, что ℎ(𝑡) ≡ 1.                 (2) 

Заменяя  
𝑐𝑖 = ∫ 𝑄𝑖

𝑏

𝑎
(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠,   𝑖 = 1, … , 𝑘.         (3) 

Тогда из (2) имеем  

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑚(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎
+ ∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖

𝑘
𝑖=1 (𝑡) + 𝑓(𝑡).                  (4)

Применяя резольвенту ядра 𝑚(𝑠) и заме-

няя 𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒∫ 𝑚(𝑣)𝑑𝑣
𝑡

𝑠 , уравнение                (4) 

преобразуется в следующий вид: 

У 
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𝑢(𝑡) = ∫ 𝑊(𝑡, 𝑠) (∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

(𝑣) + 𝑓(𝑣)) 𝑑𝑣
𝑡

𝑎

+ ∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

(𝑡) + 𝑓(𝑡). 

 

Формулу (3) запишем 

 

𝑐𝑗 = ∫ 𝑄𝑗
𝑏

𝑎
(𝑠, ∫ 𝑊(𝑠, 𝑣) (∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖

𝑘
𝑖=1 (𝑣) + 𝑓(𝑣)) 𝑑𝑣

𝑠

𝑎
+ ∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖

𝑘
𝑖=1 (𝑠) + 𝑓(𝑠)) 𝑑𝑠, 𝑗 = 1, … , 𝑘.  (5) 

 

Из всего полученного вытекают теоремы. 

Теорема 1. Уравнение (2) эквивалентно 

системе алгебраических уранвнеий (5). 

Теорема 2. (принцип сжимающих отобра-

жений). Если систему (5) можно преобразовать 

к следующей формуле 

     𝑐𝑗 = 𝐹𝑗(𝑐1, … , 𝑐𝑘), 𝑗 = 1, … , 𝑘. 
И можно подобрать замкнутую область 

𝐺 ⊂ 𝑅𝑘, что непрерывная вектор – функция F 

отображает G в себя и является сжимающей 

по некоторой метрике, то уравнение (2) име-

ет хотя бы одно решение.  

Рассмотрим интегральное уравнение 

Фредгольма второго рода с разрывным яд-

ром. Применяя уравнение (2), имеем: 

 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

+ ∫ (𝛽𝑡𝑠𝑢2(𝑠) + 𝛾𝑢2(𝑠))𝑑𝑠
1

0

+ 𝜆𝑡2, 

 
где 𝛽, 𝛾, 𝜆 – вещественные константы.  

Обозначая через, 

𝑐1 = ∫ 𝑠𝑢2(𝑠)
1

0
𝑑𝑠,     𝑐2 = ∫ 𝑢2(𝑠)

1

0
𝑑𝑠,  

уравнение вида 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑚(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎
+ ∑ 𝑐𝑖

𝑘
𝑖=1 𝑝𝑖(𝑡) + 𝑓(𝑡),  

примет вид    

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
+ 𝛽𝑡𝑐1 + 𝛾𝑐2 + 𝜆𝑡2,  

а уравнение  

 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑊(𝑡, 𝑣)
𝑡

𝑎

(∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖(𝑣)

𝑘

𝑖=1

+ 𝑓(𝑣)) 𝑑𝑣 + ∑ 𝑐𝑖𝑝𝑖(𝑡)

𝑘

𝑖=1

+ 𝑓(𝑡), 

 

преобразуется в следующее уравнение 

 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑒(𝑡−𝑠)(𝛽𝑠𝑐1 + 𝛾𝑐2 + 𝜆𝑠2)𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝛽𝑡𝑐1 + 𝛾𝑐2 + 𝜆𝑡2. 

 

Вычисляя интегралы, получаем 

 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝑒(𝑡−𝑠)𝛽𝑠𝑐1𝑑𝑠
𝑡

0

+ ∫ 𝑒(𝑡−𝑠)𝛾𝑐2𝑑𝑠
𝑡

0

+ ∫ 𝑒(𝑡−𝑠)𝜆𝑠2𝑑𝑠
𝑡

0

+ 𝛽𝑡𝑐1 + 𝛾𝑐2 + 𝜆𝑡2

= 𝑐1(𝛽𝑒𝑡 − 𝛽) + 𝛾𝑐2𝑒𝑡 − 2𝜆𝑡 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑡, 
где,   

𝜂1(𝑡) = 𝛽𝑒𝑡 − 𝛽, 𝜂2(𝑡) = 𝛾𝑒𝑡, 𝜂3(𝑡) = −2𝜆𝑡 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑡, 
 

отсюда получаем,     

𝑢(𝑡) = 𝜂1(𝑡)𝑐1 + 𝜂2(𝑡)𝑐2 + 𝜂3(𝑡), 

𝑢2(𝑡) = (𝜂1(𝑡)𝑐1 + 𝜂2(𝑡)𝑐2 + 𝜂3(𝑡))
2

= 𝜂1
2(𝑡)𝑐1

2 + 𝜂2
2(𝑡)𝑐2

2 + 𝜂3
2(𝑡) + 

+2𝜂1(𝑡)𝜂2(𝑡)𝑐1𝑐2 + 2𝜂1(𝑡)𝜂3(𝑡)𝑐1 + 2𝜂2(𝑡)𝜂3(𝑡)𝑐2, 



ОБЩЕСТВО, № 3(34) 2024 

 
или 

 

𝑢2(𝑡) = (𝛽𝑒𝑡 − 𝛽)2𝑐1
2 + (𝛾𝑒𝑡)2𝑐2

2 + (−2𝜆𝑡 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑡)2 + 

+2(𝛽𝑒𝑡 − 𝛽)(𝛾𝑒𝑡)𝑐1𝑐2 + 2(𝛽𝑒𝑡 − 𝛽)(−2𝜆𝑡 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑡)𝑐1 + 2(𝛾𝑒𝑡)(−2𝜆𝑡 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑡)𝑐2. 
 

Найдем 𝑐1, 𝑐2 находим из системы уравнений 

𝑐1 = ∫ 𝑠
1

0
{(𝛽𝑒𝑠 − 𝛽)2𝑐1

2 + (𝛾𝑒𝑠)2𝑐2
2 + (−2𝜆𝑠 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑠)2 + 2(𝛽𝑒𝑠 − 𝛽)(𝛾𝑒𝑠)𝑐1𝑐2 +

2(𝛽𝑒𝑠 − 𝛽)(−2𝜆𝑠 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑠)𝑐1 + 2(𝛾𝑒𝑠)(−2𝜆𝑠 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑠)𝑐2}𝑑𝑠;                                     (3) 

𝑐2 = ∫ {(𝛽𝑒𝑠 − 𝛽)2𝑐1
2 + (𝛾𝑒𝑠)2𝑐2

2 + (−2𝜆𝑠 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑠)2 + 2(𝛽𝑒𝑠 − 𝛽)(𝛾𝑒𝑠)𝑐1𝑐2 +
1

0

2(𝛽𝑒𝑠 − 𝛽)(−2𝜆𝑠 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑠)𝑐1 + 2(𝛾𝑒𝑠)(−2𝜆𝑠 − 2𝜆 + 2𝜆𝑒𝑠)𝑐2}𝑑𝑠 ;                                    (4) 

 

Сделаем оценку (3),(4), применяя неравенство 

 

0 ≤ 𝑠 ≤ 1; |𝑒𝑠 + 𝑠 − 1| ≤ 𝑒𝑠 ≤ 𝑒: 

{
𝑐1 ≪ 4𝛽2𝑐1

2 + 4𝛾2𝑐2
2 + 8|𝛽𝛾|𝑐1𝑐2 + 16|𝛽𝜆|𝑐1 + 16|𝛾𝜆|𝑐2 + 16𝜆2 ≡ 𝐺1

𝑐2 ≪ 4𝛽2𝑐1
2 + 4𝛾2𝑐2

2 + 8|𝛽𝛾|𝑐1𝑐2 + 16|𝛽𝜆|𝑐1 + 16|𝛾𝜆|𝑐2 + 16𝜆2 ≡ 𝐺2.

 

 

Если |𝛽|, |𝛾|, |𝜆| ≤
1

8
, то из |с1|, |с2| ≤ 1, 

𝐺1, 𝐺2 ≤
1

64
(4 + 4 + 8 + 16 + 16 + 16) = 1, 

то есть вектор – функция отображает область 

|с1|, |с2| ≤ 1 в себя. Таким образом, в случае 

|𝛽| ≤
1

8
, |𝛾| ≤

1

8
, |𝜆| ≤

1

8
, нелинейное интег-

ральное уравнение с разрывным ядром имеет 

хотя бы одно решение. 
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