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зложение методики построения любого 

алгоритма, как правило, начинается с ос-

новных определений. Первая часть данной ра-

боты представляет собой продолжение работы 

автора [1] и посвящена задаче поиска кратчай-

шего пути из одной точки города в другую в 

случае «веерной» планировки города.  

Задача 1. Нахождение кратчайшего пу-

ти для «веерной» улично-дорожной сети. 

Ранее в работе [1] было введено понятие 

графа «павлин» и предложено автором такое 

название. У данного графа нет «перекрест-

ных» соединений вершин. 

Дадим строгое математическое определе-

ние графа «павлин». 

В теории графов граф вида «павлин» яв-

ляется частным случаем понятия «дерево». 

Под деревом в теории графов понимается 

граф с выбранной вершиной, называемой 

корнем, и не имеющим циклов (рисунок 1).  

 

 
 

Рисунок 1. Пример дерева 

 

Корень дерева V0 образует нулевой ярус 

дерева. 

Вершины, которые связаны с корнем V0, 

образуют первый ярус дерева. При этом вер-

шины первого яруса между собой не связа-

ны. Для дерева на рисунке 1 вершинами пер-

вого яруса будут являться вершины V1, V2.  

Отображение вершин первого яруса на дру-

гие вершины будет представлять собой второй 

ярус. Для примера на рисунке 1– это вершины  

V3, V4 V5, V6 , V7. Далее процесс построения 

дерева можно продолжить. Вид графа будет  

зависеть  от исходных данных конкретной за-

дачи. Следует обратить внимание на то, что 

вершины каждого яруса ребрами друг с другом 

не связаны. Ветвью дерева называется любой 

маршрут из корня в любую другую вершину 

дерева. Как и графы, деревья делятся на ориен-

тированные и неориентированные (рисунок 2). 

Следует отметить, что, в случае ориентирован-

ного дерева, корень не имеет входящих дуг, а 

только исходящие (рисунок 2 б). 

 

И 
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Рисунок 2. Деревья: неориентированное (а) и ориентированное (б) 

 

На основе вышеизложенного автор пред-

лагает сформулировать строгое математиче-

ское определение графа вида «павлин».  

Определение 1. Граф вида «павлин» – это 

дерево с n ярусами, где в каждом ярусе, 

начиная с первого, одинаковое количество 

вершин m.  

Таким образом, на рисунке 3(а) приведен 

пример графа вида «павлин» с двумя яруса-

ми (n=2) и с пятью вершинами m=5 на каж-

дом ярусе, начиная с первого. 

Задача 1 посвящена поиску кратчайшего 

пути в случае веерной планировки города.  

Введем понятие графа вида «веер» или «ве-

ерный» граф, вид которого отражает веерную 

схему  улично-дорожной сети (рисунок 3б).  

 

 
(а)                                                                                (б) 

 

Рисунок 3. Графы: вида «павлин» (а) и вида «веер» (б) 

 

В терминологии улично-дорожной сети 

существует понятие «веерной» планировки 

города. На данный момент в теории графов 

нет соответствующего определения для гра-

фов, которые отображают «веерную» плани-

ровку города.  

Поэтому автор данной работы предлагает: 

1) ввести название графа вида «веер»; 

2) дать строгое математическое определе-

ние графу «веер»; 

3) подчеркнуть отличия графа «павлин» 

от графа «веер». 

Как видно из рисунка 3(б), такой граф уже 

не является деревом из-за того, что вершины 

на каждом ярусе соединены последовательно 

друг с другом. Поэтому можно дать следу-

ющее определение: 

Определение 2. Граф вида «веер» – это де-
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рево с n ярусами, где  в каждом ярусе, начиная 

с первого, одинаковое количество вершин m, и 

в каждом ярусе соседние вершины соединены 

друг с другом (кроме концевых: начальной и 

конечной вершин в ярусе). 

Так, например, на рисунке 3(б) изображен 

веерный граф с двумя ярусами (n=2), где в 

каждом ярусе, начиная с первого, пять вер-

шин (m=5). Вершины первого яруса 2, 3, 4, 5, 

6 соединены последовательно друг с другом, 

кроме концевых вершин (т. е. 2 и 6). Верши-

ны второго яруса 7, 8, 9, 10, 11 соединены 

последовательно друг с другом, кроме кон-

цевых вершин (т. е. 7 и 11). 

Алгоритм поиска кратчайшего пути из 

вершины 1 в любую другую вершину веер-

ного графа. При условии, что вес ребра (дуги) 

на каждом ярусе не превосходит длины дуги 

между соседними вершинами на ветви, крат-

чайший путь из вершины 1 в другую вершину 

веерного графа – это путь из вершины 1 по 

ветви, т. е. по прямой линии. Достаточно опре-

делить на какой ветви расположена вершина, в 

которую необходимо проследовать. Рассмот-

рим алгоритм определения кратчайшего пути 

на основе анализа исходных данных. 

1. Анализ исходных данных.  

1.1. Определение количества ярусов ис-

ходного графа, т. е. числа n. 

Для примера на рисунке (3б) n=3. 

1.2. Определение количество вершин в 

каждом ярусе, начиная со второго яруса, т. 

е. числа m. Для примера на рисунке (3б) m=5.  

1.3. Определение вида арифметической 

прогрессии для каждой ветви графа. Для 

примера на рисунке (3б) нумерация цифр: 

 первой ветви образует арифметическую 
прогрессию с d=5: 2,7, 12, 17, ….; 

 второй ветви с d=5: 3, 8, 13, 18, …; 

 третьей ветви с d=5: 4, 9, 14, 19, …; 

 четвертой ветви с d=5: 5, 10, 15, 20, …; 

 пятой ветви с d=5: 6, 11, 16, 21, …. 

Все пять прогрессий имеют арифмети-

ческую разность d=5, т. е. d=m (арифме-

тическая разность d равна количеству 

вершин яруса m) и отличаются друг от 

друга лишь начальным значением. 

Таким образом, если необходимо найти 

кратчайший путь из вершины 1 в вершину 8 

необходимо определить какой ветви принад-

лежит эта вершина. Таким образом, опреде-

лив, членом какой из данных пяти арифме-

тических прогрессий является номер верши-

ны, в которую необходимо проследовать, 

найдем искомую ветвь. 

2. Определение кратчайшего пути из 

вершины 1 в любую другую вершину веерно-

го графа. 

На основе анализа исходных данных нахо-

дим длину кратчайшего пути из вершины 1 в 

любую другую вершину веерного графа, кото-

рая будет равна сумме весов дуг, расположен-

ных на найденной ветви от первой вершины 

до искомой вершины.  

Задача 2. Нахождение кратчайшего пу-

ти для «треугольной» схемы улично-

дорожной сети. Задача 2 отличается от зада-

чи 1 схемой улично-дорожной сети. Приве-

дем разработанный краткий алгоритм реше-

ния задачи для графа G (рисунок 4). 

 
 

Рисунок 4. Граф G для треугольной схемы дорожной сети 
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Алгоритм поиска кратчайшего пути  

из вершины 0 в любую другую вершину 

для треугольной схемы сети. Рассмотрим 

треугольную схему улично-дорожной сети 

(рисунок 4). 

Кратчайший путь из вершины 0 в верши-

ну 9 будет проходить через вершины 0, 2, 5, 

9. Данное решение с помощью алгоритма 

Дейкстры можно выполнить за 9 итераций. 

Автор работы предлагает уменьшить коли-

чество итераций за счет удаления из рас-

смотрения некоторых вершин, применяя по-

нятие «конденсация» из теории графов. 

Выделим в исходном графе на каждом ярусе 

треугольники как показано на рисунке 5. Если 

каждый такой треугольник обозначить одной 

вершиной, то получим граф конденсации 

(рисунок 5). 

Выделение треугольника на каждом ярусе 

позволит увидеть те вершины, которые можно 

исключить из рассмотрения. Так, например, все 

три вершины треугольника № 2 (рисунок 5) 

можно исключить из-за того, что пути, прохо-

дящие через эти вершины будут длиннее, чем 

другие возможные пути из вершины 0 в вер-

шину 9. Анализ исходных данных позволит 

отсечь вершины, в рассмотрении которых нет 

необходимости, так как путь, проходящий че-

рез такие вершины, заведомо будет длиннее. 

Так, для исходного графа вершины, принадле-

жащие треугольнику № 2, а именно вершины 3, 

6, 7, можно исключить из рассмотрения. 

 

  
 

Рисунок 5. Граф G и «конденсация» графа G для треугольной схемы дорожной сети 

 

Тогда алгоритм Дейкстры будет короче на 

3 итерации и кратчайший путь будет найден 

за 7 итераций (1 итерация – исключение 

вершин из исходного графа, оставшиеся        

6 итераций – это итерации алгоритма 

Дейкстры). 

Задача 3. Задача составления расписания. 

Пусть задан граф G(X, A) (рисунок 6а), X – 

множество вершин, которым будут соответ-

ствовать учебные дисциплины, а A – множе-

ство ребер, причем каждое ребро соединяет две 

вершины, если изучаемые дисциплины не мо-

гут быть проведены одновременно. Известна 

матрица смежности графа (рисунок 6б). 

Алгоритм оптимальной раскраски графа. 

1. Пусть дан граф G(X, A) (рисунок 6а). 

2. Проведем анализ графа.  

2.1. Выделим максимально полный под-

граф графа G(X, A) .Он состоит из первых 

четырех вершин: x1, x2, x3, x4. 
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Рисунок 6. Граф G(X,A) (а). Матрица смежности 𝜶 графа G(X,A) (б) 

 

После применения одного из методов поис-

ка максимально сильного подграфа исходную 

матрицу смежности 𝛼 (рисунок 6б) преобразу-

ем в матрицу 𝛽 (рисунок 7). Матрица  β – это 

преобразованная матрица смежности 𝛼, в ко-

торой столбцы и строки переставлены так, 

чтобы сначала были расположены вершины 

максимального полного подграфа, а затем 

остальные вершины. Блок A представляет со-

бой матрицу смежности максимального пол-

ного подграфа. Блок B представляет собой 

отображение вершин максимального полного 

подграфа на другие вершины, не входящие в 

максимальный полный подграф. Блок С – это 

транспонированная матрица В, 𝐶 = 𝐵𝑇, т. е. 

блок отображений вершин, не входящих в 

максимально полный подграф, на вершины, 

входящие в максимальный полный подграф. 

2.2. Определить хроматическое число 

найденного подграфа. Оно будет равно числу 

вершин максимального полного подграфа.  

2.3. Установить соответствие между вер-

шинами и цветом краски в максимальном 

полном подграфе. 

 

 
 

Рисунок 7. Преобразования матрицы смежности 𝜶 в матрицу𝜷 и  

пример матрицы 𝜷𝟏 для рассматриваемого графа 
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Можно пронумеровать краски и выпол-

нить,  например,  следующее  соответствие  в  

 

лексикографическом порядке (рисунок 8). 

∑ 𝑖𝑘– количество единиц в блоке B.  

 
 

Рисунок 8. Схема раскраски максимально полного подграфа 

 

2.4. Вычислить отображение первого 

порядка для каждой вершины. Отображе-

ние первого порядка i-той вершины 𝑇+(𝑥𝑖) 

можно определить по матрице смежности. 

Вершины из отображения первого порядка 

окрашиваем в цвет № 1, за исключением 𝑖1  

вершин, которые окрашиваем в цвет № 2.  

2.5. На следующем шаге определяем пря-

мое отображение второго порядка, которое 

можно определить по столбцам. Повторяем 

шаг 2.4 до тех пор, пока не будут рассмотре-

ны отображения порядков, которые суще-

ствуют для данного графа (т. е. 2-го, 3-го и        

т. д.). Далее проводим окрашивание, чередуя 

цвета. Таким образом, все вершины будут 

раскрашены. 

 

 
(а)                                                                  (б) 

 

Рисунок 9. Схема раскраски максимально полного подграфа 

 

Для графа G(X, A) (рисунок 6а) максималь-

ный подграф имеет 4 вершины, следовательно, 

все дисциплины можно провести за 4 часа. На 

рисунке 9 представлены два варианта раскрас-

ки: 9а – в условиях отсутствия ограничений на 

количество аудиторий. Вершины 1, 6, 7, 9 – 

предметы, которые проводятся первым уроком 

в 4-х разных аудиториях; вершины 2, 5, 8 – 

предметы, которые проводятся вторым уроком 

в 3-х разных аудиториях, вершина 4 – это 

предмет, который проводится четвертым уро-

ком в первой аудитории. На рисунке 9б пред-

ставлен вариант раскраски в случае ограниче-

ния по аудиториям. Данная графо-кольцевая 

схема на рисунке 9 позволит оценить мини-

мальное количество часов, необходимое для 

оптимального расписания (рисунок 9а), и ми-

нимальное количество аудиторий, т. е. необхо-

димое количество аудиторий для проведения 

занятий (рисунок 9б).  
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Данная работа посвящена методике построения фазочастотной характеристики системы авто-
матического управления (САУ) и вопросам определения устойчивости и запасов устойчивости САУ 
по логарифмическим фазочастотным характеристикам (ЛФЧХ). Разработанную методику изло-
жения материала можно применять при проведении занятий по техническим дисциплинам. 
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 предыдущей работе автора [1] подроб-

но изложена методика построения ло-

гарифмической частотной характеристики 

(ЛЧХ). Настоящая работа является продол-

жением предыдущей работы и посвящена 

методике построения фазочастотной харак-

теристики системы автоматического управ-

ления (САУ), вопросам определения устой-

чивости и запасов устойчивости САУ по ло-

гарифмическим фазочастотным характери-

стикам (ЛФЧХ) [2]. 

По опыту преподавания в учебных груп-

пах материал по построению логарифмиче-

ских фазочастотных характеристик лучше 

давать не сразу, а сначала разобрать постро-

ение логарифмической частотной характери-

стики. Затем дать время на то, чтобы, во-

первых,  информация  отложилась  в  полном  

В 


