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Метод конечных элементов (МКЭ) является универсальным численным инструментом для решения кра-

евых задач, описываемых дифференциальными уравнениями в частных производных. В работе кратко 

рассмотрены основные этапы метода, включая дискретизацию области, формирование локальных мат-

риц жёсткости и сборку глобальной системы. Показаны основные области применения МКЭ, такие как 

механика деформируемого твёрдого тела, теплопередача, гидродинамика и электродинамика. 
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етод конечных элементов (МКЭ) явля-

ется численным методом для прибли-

женного решения краевых задач, описывае-

мых системами дифференциальных уравне-

ний в частных производных. Его суть заклю-

чается в замене непрерывной величины, та-

кой как температура, перемещение или давле-

ние, на конечное количество кусочно-непре-

рывных функций – конечных элементов (КЭ), 

которые собираются в решаемую систему 

уравнений.  

На сегодняшний день, процесс решения за-

дач методом конечных элементов хорошо 

сформулирован и подробно описан [5; 11]. На 

первом этапе физическая область, заменяется 

совокупностью конечных элементов. Напри-

мер, на треугольники и четырехугольники в 

двумерной области или тетраэдры и гекса-

эдры в трехмерной. Места их соединения 

называют узлами. На рисунке 1 приведен 

пример разбиения пластины на 16 треуголь-

ных КЭ. Точность модели во многом зависит 

от густоты и качества сетки. Так, в зонах, где 

ожидаются значительные перепады величин 

или требуется повышенная точность, сетку 

обычно сгущают.  

 

 
Рисунок 1. Пример схемы разбиения пластины 
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2 5 8 11 14 

3 6 9 12 15 
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Для каждого типа элемента (треугольного, 

четырехугольного и т. д.) определяются так 

называемые функции формы или интерполя-

ционные полиномы. Эти функции, обычно 

полиномы, определяют изменения искомого 

значения (например, перемещения) внутри 

элемента через его узловые значения. Ключе-

вое свойство функции формы заключается в 

том, что она равна единице в своем узле и 

нулю во всех остальных узлах элемента. Вы-

бор функций формы определяет тип элемента 

и его сходимость. Если элемент имеет 𝑛 уз-

лов, то искомая величина (например, переме-

щение 𝑢 внутри элемента представляется как 

линейная комбинация функций формы: 

𝑢(𝑥) ≈∑𝑁𝑖(𝑥)𝑢𝑖,

𝑛

𝑖=1

(1) 

𝑁𝑖(𝑥𝑗) = {
1, 𝑖 = 𝑗,
0, 𝑖 ≠ 𝑗,

 

где 𝑁𝑖(𝑥) – функция формы узла 𝑖, 
𝑢𝑖 – узловое значение в узле 𝑖. 
После определения функций формы для 

каждого элемента, строится кусочно-непре-

рывная функция, которая является непрерыв-

ной внутри каждого элемента и, как правило, 

непрерывной на границах между элементами. 

Таким образом, сложное поведение непре-

рывной величины аппроксимируется набо-

ром простых функций. Градиент искомой ве-

личины внутри элемента определяется через 

матрицу производных: 

∇𝑢(𝑥) ≈∑∇𝑁𝑖(𝑥)𝑢𝑖 = 𝐵𝑢𝑒 ,

𝑛

𝑖=1

(2) 

где 𝑢𝑒 – вектор узловых значений элемента, 

B – матрица производных функций формы 

(матрица деформаций). 

На следующем этапе формируется система 

алгебраических уравнений относительно уз-

ловых неизвестных. Для ее построения ис-

пользуются методы, такие как принцип мини-

мума общей потенциальной энергии или ме-

тод Галеркина. Для каждого элемента на ос-

нове функций формы формируются локаль-

ные матрицы жесткости, а также векторы 

нагрузок. Эти матрицы и векторы отражают 

физические свойства материала и действую-

щие на элемент воздействия. Для задачи ли-

нейной упругости элементная матрица жёст-

кости имеет вид: 

𝐾𝑒 = ∫ 𝐵𝑇𝐷𝐵𝑑𝑉

𝑉

, (3) 

где D – матрица упругих свойств материала.  

Если имеется распределённая нагрузка 

𝑓(𝑥), то локальный вектор правой части 

имеет вид: 

𝑓𝑒 = ∫ 𝑁𝑇𝑓𝑑𝑉

𝑉

, (4) 

Локальные матрицы и векторы всех эле-

ментов собираются в глобальную систему ли-

нейных или нелинейных алгебраических 

уравнений. Процесс сборки учитывает гео-

метрическую связность сетки – вклад элемен-

тов, имеющих общий узел, суммируется в со-

ответствующие строки и столбцы глобальной 

матрицы: 

𝐾𝑈 = 𝐹, (5) 
где 𝐾 = ∑ 𝐾𝑒

𝑒  – глобальная матрица жёст-

кости, 

𝐹 = ∑ 𝑓𝑒𝑒  – глобальный вектор нагрузок, 

𝑈 – вектор всех узловых неизвестных. 

На границах области учитываются краевые 

условия. Например, если 𝑈𝑖 = 0, то соответ-

ствующие строки и столбцы исключаются из 

системы. Полученная глобальная система, 

как правило, имеет ленточный вид (все нену-

левые элементы примыкают к главной диаго-

нали), что упрощает ее решение.  

МКЭ активно применяется в области меха-

ники деформируемого твердого тела и проч-

ности конструкций. Он применяется для рас-

чета напряженно-деформированного состоя-

ния под действием статических и динамиче-

ских нагрузок, включая анализ контактных 

задач, устойчивости конструкций и поведе-

ния композитных материалов [1; 10].  

В теплофизике МКЭ эффективно решает за-

дачи стационарной и нестационарной тепло-

проводности [8]. Это позволяет моделировать 

температурные поля в элементах двигателей, 

радиаторах, электронных компонентах, зда-

ниях и технологическом оборудовании.  

В гидродинамике метод применяется для мо-

делирования течений жидкостей и газов [3; 9]. 

Решаются задачи как для несжимаемых, так и 

для сжимаемых сред, ламинарных и турбу-

лентных режимов. С помощью МКЭ анализи-

руют обтекание транспортных средств и 
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летательных аппаратов, процессы в трубо-

проводах, насосах, гидравлических системах 

и вентиляционных установках.  

В электродинамика МКЭ применяется для 

расчета электрических и магнитных полей в 

электрических машинах, трансформаторах, ан-

теннах, конденсаторах и печатных платах [4; 7]. 

Это позволяет определить распределение 

потенциала, напряженности поля, индуктивно-

сти и емкости, спрогнозировать потери на вих-

ревые токи и электромагнитные помехи.  

Кроме этих направлений, метод применя-

ется в биоинженерии для моделирования тка-

ней и имплантатов, в геотехнике для анализа 

напряжений в грунтовых массивах и в аку-

стике для расчета звуковых полей [2; 6].
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The Finite Element Method (FEM) is a versatile numerical approach for solving boundary value problems 

described by partial differential equations. This work provides a concise overview of the main steps of FEM, 

including domain discretization, formation of local stiffness matrices, and global system assembly. Key ap-

plication areas are highlighted, such as solid mechanics, heat transfer, fluid dynamics and electrodynamics. 
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