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данной статье рассматриваются две за-

дачи: задача дифракции электромаг-

нитной волны на анизотропной однослойной 

диафрагме и задача дифракции электромаг-

нитной волны на анизотропной двухслойной 

диафрагме в прямоугольном волноводе. 

Прежде чем углубиться в специфику данной 

задачи, необходимо подробно рассмотреть 

основы волноводов и их устройство [1-6].  

Волноводы являются важными компо-

нентами систем передачи электромагнит-

ных волн, особенно на высоких частотах. 

Волновод представляет собой диэлектриче-

скую металлическую или диэлектрическую 

структуру, которая направляет электромаг-

нитные волны, ограничивая их распростра-

нение в одном или нескольких направлени-

ях (рисунок 1). Это позволяет минимизиро-

вать потери энергии и искажение сигнала. 

Прямоугольные волноводы, которые рас-

сматриваются в данной работе, представ-

ляют собой полые трубки с прямоугольным 

поперечным сечением, выполненные из 

проводящих материалов. 

Рисунок 1. Волновод прямоугольного сечения 

В 
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1. Постановка задачи дифракции.
Задача дифракции электромагнитной вол-

ны в прямоугольном волноводе со вставкой 
внутри него сводится к решению краевой 
задачи для системы уравнений Максвелла. 

Пусть волновод работает в одномодовом 
режиме, что возможно при выполнении 

условия, что волновое число 𝑘0 удовлетво-

ряет неравенству 𝜋/𝑎 <  𝑘0  <  𝜋/𝑏, а – 
ширина волновода, b – высота волновода. 
Тогда в волноводе распространяется только 

волна 𝐻10, при этом высшие моды экспо-
ненциально затухают [2]. Представленное 
ниже решение является точным и не со-
держит затухающих мод. Будем считать, 
что волновод имеет идеально проводящие 
стенки. В волноводе распложена диафраг-
ма, состоящая из одного или двух слоев. 
Каждый слой диафрагмы заполнен анизо-
тропной средой с тензором диэлектриче-
ской проницаемости и тензором магнитной 
проницаемости: 

𝜀̂(𝑖) = (

𝜀11
(𝑖)

0 0

0 𝜀22
(𝑖)

0

0 0 𝜀33
(𝑖)

),    (1.1)  𝜇̂(𝑖) = (

𝜇11
(𝑖)

0 0

0 𝜇22
(𝑖)

0

0 0 𝜇33
(𝑖)

)  (1.2) 

Стенки диафрагмы плотно прилегают к 
стенкам волновода. 

Электромагнитное поле 𝑬, 𝑯 внутри вол-

новода может быть записано в виде системы 
уравнений Максвелла вне  и внутри диа-
фрагмы соответственно: 

{
𝑟𝑜𝑡 𝑯 = −𝑖𝜔𝜀0𝑬
𝑟𝑜𝑡 𝑬 = 𝑖𝜔𝜇0𝑯,

 (1.3)  {
𝑟𝑜𝑡 𝑯 = −𝑖𝜔𝜀̂ 𝑬
𝑟𝑜𝑡 𝑬 = 𝑖𝜔𝜇̂ 𝑯,

 (𝑗 = 1,… , 𝑛).  (1.4) 

Причем 𝑬 – это вектор напряженности 

электрического поля, 𝑯 – вектор напряжен-

ности магнитного поля, 𝜔 >  0 – круговая 

частота. В качестве системы выберем систе-
му СГС. Пусть внешнее электрическое поле 
имеет вид: 

𝑬0 = 𝐴 sin (
𝜋𝑥

𝑎
) 𝑒−𝑖𝛾0𝑧𝒆2 ,

соответствующий волне типа 𝐻10 с из-

вестной амплитудой 𝐴, где 𝛾0 = 𝛾0(𝜔) ≠ 0,

𝛾0 – постоянная распространения волны 𝐻10, 

𝒆2 – орт вдоль оси 𝑂𝑦.  

В прямоугольном волноводе основной 

волной является волна 𝐻10, которая имеет 
поляризацию [1]: 

𝑬 = (0, 𝐸𝑦, 0),      𝑯 = (𝐻𝑥, 0, 𝐻𝑧).  (1.5) 

Тогда вектор электрического поля 𝐸 вне 𝑄 
имеет вид: 

𝑬 = {
sin (

𝜋𝑥

𝑎
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑧 + 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑧)𝒆2,     𝑧 < 0

sin (
𝜋𝑥

𝑎
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑧𝒆2,                           𝑧 > 𝑙,

 (1.6) 

а внутри 𝑄: 

𝑬𝑗 = sin (
𝜋𝑥

𝑎
) (𝐶𝑗𝑒

−𝑖𝛾𝑗𝑧 + 𝐷𝑗𝑒
𝑖𝛾𝑗𝑧)𝒆2, 𝑗 = 1,… , 𝑛,  (1.7) 

где 𝐶𝑗 и 𝐷𝑗  константы, которые определяются 

ниже. Здесь 𝛾𝑛+1 = 𝛾0, 𝐴 − амплитуда па-

дающей волны, 𝐹/𝐴 − коэффициент про-
хождения, подлежащий измерению. 
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Рисунок 2. Схема распространения электромагнитной волны в волноводе 

Граничные условия имеют вид: 

[𝑬𝜏]|𝐿 = 0, [𝑯𝜏]|𝐿 = 0, 

где 𝐿 ≔ {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶  𝑧 = 0,… , 𝑧 = 𝑙𝑗, … , 𝑧 =

𝑙𝑛}, 𝑗 = 1,… , 𝑛, [∙]|𝐿 скачок предельных зна-

чений функции на границе раздела сред 𝐿, 

то есть: 

𝐸𝜏
(𝑗)
− 𝐸𝜏

(𝑗+1)
= 0, 𝐻𝜏

(𝑗)
− 𝐻𝜏

(𝑗+1)
= 0,

𝐸𝜏
(𝑗)

 и  𝐻𝜏
(𝑗)

 𝑗 = 1,2, … , 𝑛) тангенциальные

составляющие векторов 𝑬, 𝑯 соответствен-

но. В силу  поляризации (1.5) тангенциаль-

ными составляющими векторов 𝑬, 𝑯 явля-

ются 𝑬𝜏 = 𝐸𝑦, 𝑯𝜏 = 𝐻𝑥. Тогда граничные 

условия примут вид: 

[𝐸𝑦]|𝐿 = 0, [𝐻𝑥]|𝐿 = 0,  (1.8) 

𝐸𝑦, 𝐻𝑥 тангенциальные составляющие 

векторов 𝑬, 𝑯 соответственно. 

Подставим (1.1), (1.2) и (1.5) в уравне-

ния Максвелла (1.3), (1.4), получим выра-

жения для постоянных распространения 

𝛾𝑗 = √(𝜔2𝜀22
(𝑗)
𝜇11
(𝑗)
−
𝜋2

𝑎2
𝜇11
(𝑗)

𝜇33
(𝑗)
) ,      𝑗 = 1, … , 𝑛.  (1.9) 

𝛾0 = √𝜔2𝜀0𝜇0 − (
𝜋

𝑎
)
2

= √𝑘0
2 − (

𝜋

𝑎
)
2

.  (1.10) 

В результате получим следующую систему 

уравнений: 
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{
  
 

  
 

𝐴 + 𝐵 = 𝐶1 + 𝐷1
𝛾0
𝜇0
(𝐵 − 𝐴) =

𝛾1

𝜇11
(1)
(𝐷1 − 𝐶1)

𝐶𝑗𝑒
−𝑖𝛾𝑗𝑙𝑗 + 𝐷𝑗𝑒

𝑖𝛾𝑗𝑙𝑗 = 𝐶𝑗+1𝑒
−𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗 + 𝐷𝑗+1𝑒

𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗

−
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)
(𝐶𝑗𝑒

−𝑖𝛾𝑗𝑙𝑗 − 𝐷𝑗𝑒
𝑖𝛾𝑗𝑙𝑗) = −

𝛾𝑗+1

𝜇11
(𝑗+1)

(𝐶𝑗+1𝑒
−𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗 − 𝐷𝑗+1𝑒

𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗)

 (1.11) 

Здесь 𝑗 =  1, . . . , 𝑛, 𝐶𝑛+1  =  𝐹 , 𝐷𝑛+1  =  0, 
а 𝛾𝑗  , 𝛾0 вычисляются по формулам (1.9) и 

(1.10) соответственно. 

Постановка прямой задачи: требуется по 

известной амплитуде 𝐴 падающего поля, из-

вестной магнитной проницаемости 𝜇𝑗 и ди-

электрической проницаемости 𝜀𝑗  и известным 

толщинам 𝑙𝑗 каждого слоя диафрагмы найти 

электромагнитное поле в волноводе. 

2. Численный метод решения.

Решение задачи дифракции для одно-

слойной анизотропной диафрагмы. 

Рисунок 3. Однослойная диафрагма в прямоугольном волноводе 

Тогда в случае однослойной диафрагмы 

компоненты электромагнитного поля имеют 

вид: 

𝐸𝑦 =

{
 
 

 
 sin (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑥3 + 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑥3),    𝑥3 < 0

sin (
𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶1𝑒

−𝑖𝛾1𝑥3 + 𝐷1𝑒
𝑖𝛾1𝑥3),    0 < 𝑥3 < 𝑙1  (2.1)

sin (
𝜋𝑥1
𝛼
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑥3    ,    𝑥3 > 𝑙

 

𝐻𝑥 =

{
  
 

  
 −

𝑖𝛾0
𝜔
sin (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑥3 − 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑥3),     𝑥3 < 0

−
𝑖𝛾1

𝜔𝜇11
(1)
sin (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶1𝑒

−𝑖𝛾1𝑥3 − 𝐷1𝑒
𝑖𝛾1𝑥3),     0 < 𝑥3 < 𝑙1

−
𝑖𝛾0
𝜔
sin (

𝜋𝑥1
𝛼
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑥3    ,    𝑥3 > 𝑙1

 (2.2) 
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𝐻𝑧 =

{
  
 

  
 −

𝑖

𝜔

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑥3 + 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑥3), 𝑥3 < 0 

−
𝑖

𝜔𝜇33
(1)

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶1𝑒

−𝑖𝛾1𝑥3 + 𝐷1𝑒
𝑖𝛾1𝑥3),      0 < 𝑥3 < 𝑙1

−
𝑖

𝜔

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑥3  ,    𝑥3 > 𝑙1

 (2.3) 

Таким образом, электромагнитное поле в 
волноводе имеет вид (2.1)-(2.3) в случае од-
нойслойной анизотропной диафрагмы. А ко-

эффициенты 𝐹, 𝐶𝑗  , 𝐷𝑗 , (𝑗 = 1,… , 𝑛), 𝐵 опре-

деляются по формулам, которые были выве-
дены в работе [7]: 

𝐹 =
2𝐴

𝛾0
𝜇0

(
𝛾0
𝜇0
+
𝛾1
𝜇11
(1)) 𝐶̃1 + (

𝛾0
𝜇0
−
𝛾1
𝜇11
(1)) 𝐷̃1

,  (2.4) 

где 

𝐶̃𝑗 =
𝑒𝑖𝛾𝑗𝑙𝑗

2
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)

{𝐶̃
𝑗+1𝑒

−𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗 (
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)
+
𝛾𝑗+1

𝜇11
(𝑗+1)

) + 𝐷̃
𝑗+1𝑒

𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗 (
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)
−
𝛾𝑗+1

𝜇11
(𝑗+1)

)} , (2.5)

𝐷̃𝑗 =
𝑒−𝑖𝛾𝑗𝑙𝑗

2
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)

{𝐶̃
𝑗+1𝑒

−𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗 (
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)
−
𝛾𝑗+1

𝜇11
(𝑗+1)

) + 𝐷̃
𝑗+1𝑒

𝑖𝛾𝑗+1𝑙𝑗 (
𝛾𝑗

𝜇11
(𝑗)
+
𝛾𝑗+1

𝜇11
(𝑗+1)

)} , (2.6)

𝐶̃𝑛+1 = 𝐶𝑛+1 = 𝐹, 𝐷̃𝑛+1 = 𝐷𝑛+1 = 0, 𝐶𝑗 = 𝐶̃𝑗𝐹,𝐷𝑗 = 𝐷̃𝑗𝐹,  (2.7) 
𝑗 = 1,… , 𝑛. 

𝐵 =
1

2
𝛾0
𝜇0

{(𝐶1 + 𝐷1)
𝛾0
𝜇0
− (𝐶1 − 𝐷1)

𝛾1

𝜇11
(1)
}.  (2.8) 

Решение задачи дифракции для двухслойной анизотропной диафрагмы.

Рисунок 4. Двухслойная диафрагма в прямоугольном волноводе 
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В случае двухслойной диафрагмы компонен-

ты электромагнитного поля  имеют вид: 

𝐸𝑦 =

{
  
 

  
 sin (

𝜋𝑥1

𝛼
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑥3 + 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑥3),     𝑥3 < 0

sin (
𝜋𝑥1

𝛼
) (𝐶1𝑒

−𝑖𝛾1𝑥3 + 𝐷1𝑒
𝑖𝛾1𝑥3),     0 < 𝑥3 < 𝑙1

sin (
𝜋𝑥1

𝛼
) (𝐶2𝑒

−𝑖𝛾2𝑥3 +𝐷2𝑒
𝑖𝛾2𝑥3),    𝑙1 < 𝑥3 < 𝑙2

sin (
𝜋𝑥1

𝛼
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑥3    ,    𝑥3 > 𝑙2

(2.9) 

𝐻𝑥 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
−𝑖𝛾0
𝜔

sin (
𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑥3 − 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑥3),     𝑥3 < 0

−𝑖𝛾1

𝜔𝜇11
(1)
sin (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶1𝑒

−𝑖𝛾1𝑥3 − 𝐷1𝑒
𝑖𝛾1𝑥3),     0 < 𝑥3 < 𝑙1

−𝑖𝛾2

𝜔𝜇11
(2)
sin (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶2𝑒

−𝑖𝛾2𝑥3 − 𝐷2𝑒
𝑖𝛾2𝑥3),    𝑙1 < 𝑥3 < 𝑙2

−𝑖𝛾0
𝜔

sin (
𝜋𝑥1
𝛼
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑥3    ,    𝑥3 > 𝑙2

 (2.10) 

𝐻𝑧 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 −

𝑖

𝜔

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐴𝑒−𝑖𝛾0𝑥3 + 𝐵𝑒𝑖𝛾0𝑥3), 𝑥3 < 0 

−
𝑖

𝜔𝜇33
(1)

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶1𝑒

−𝑖𝛾1𝑥3 + 𝐷1𝑒
𝑖𝛾1𝑥3),     0 < 𝑥3 < 𝑙1

−
𝑖

𝜔𝜇33
(2)

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
) (𝐶2𝑒

−𝑖𝛾2𝑥3 + 𝐷2𝑒
𝑖𝛾2𝑥3),    𝑙1 < 𝑥3 < 𝑙2

−
𝑖

𝜔

𝜋

𝛼
cos (

𝜋𝑥1
𝛼
)𝐹𝑒−𝑖𝛾0𝑥3  ,    𝑥3 > 𝑙2

 (2.11) 

Таким образом, электромагнитное поле в 
волноводе  имеет вид (2.9)-(2.11) в случае 
двухслойной анизотропной диафрагмы. А 
коэффициенты 𝐹, 𝐶𝑗  , 𝐷𝑗 , (𝑗 = 1,… , 𝑛), 𝐵
определяются по формулам (2.4) – (2.8). 

Таким образом, в данной работе было 
проведено исследование задачи дифракции 
электромагнитной волны на анизотропной 

многослойной диафрагме в прямоугольном 
волноводе. Рассмотрены два случая: для од-
нослойной анизотропной диафрагмы и для 
двухслойной анизотропной диафрагмы. По-
лучено аналитическое решение для каждого 
случая. Полученные теоретические результа-
ты могут быть применены  при исследовании 
новых видов анизотропных материалов. 
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This work is devoted to two diffraction problems: the problem of diffraction of an electromagnetic wave on an 
anisotropic single-layer diaphragm and the problem of diffraction of an electromagnetic wave on an anisotropic 
two-layer diaphragm in a rectangular waveguide. The problems are reduced to boundary value problems for the 
system of Maxwell's equations. Analytical solutions of both diffraction problems are obtained. 
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Данная работа посвящена двум задачам дифракции: задаче дифракции электромагнитной волны на 
анизотропной трехслойной диафрагме и задаче дифракции электромагнитной волны на анизотроп-
ной n-слойной диафрагме в прямоугольном волноводе. Задачи сведены к краевым задачам для систе-
мы уравнений Максвелла. Получены аналитические решения обеих задач дифракции. 
Ключевые слова: задача дифракции, электромагнитная волна, анизотропный материал. 

анная работа является продолжением
работы Е.Д. Деревянчук, О.А. Лазарева 

«Задачи дифракции электромагнитной вол-

ны: на анизотропной однослойной диафраг-
ме и анизотропной двухслойной диафрагме в 
прямоугольном волноводе» [1]. В отличие от 
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