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Актуальность заявленной тематики данной научно-исследовательской работы определяется 

важностью решения задач с нелокальными интегральными условиями и необходимостью использования 

гиперболического уравнения для качественного разрешения задач подобного рода. Основными 

результатами данного научного исследования следует считать доказательство практической 

разрешимости задач построения гиперболического уравнения с однозначно заданными локальными 

условиями, а также получение убедительного доказательства важности исследования нелокальных 

краевых и начально-краевых задач с точки зрения их практического применения в вычислительной и 

прикладной математике. Результаты данной научно-исследовательской работы имеют важное 

значение для разработчиков современных технических систем, при расчётах основных параметров 

работы которых требуется использование гиперболических уравнений с нелокальными интегральными 

условиями, что обеспечивает высокое качество теоретических расчетов и определение основных 

направлений проектирования подобных систем и их дальнейшей эксплуатации. 
Ключевые слова: нелокальная задача, уравнение в частных производных, гиперболическое 
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 данной статье рассмотрена задача для 

гиперболического уравнения второго 

порядка с нелокальным интегральным усло-

вием второго рода. Нелокальными инте-

гральными задачами в литературе принято 

называть задачи, в которых задаются усло-

вия, связывающие значения искомого реше-

ния и (или) его производных в различных 

точках границы, либо же в точках границы и 

каких-либо внутренних точках. Среди нело-

кальных задач большой интерес представля-

ют задачи с интегральными условиями, ко-

торые являются обобщением нелокальных 

условий, заданных в виде линейной комби-

нации [1]. Подобные условия описывают по-

ведение решения во внутренних точках об-

ласти в виде некоторого среднего. Нелокаль-

ные задачи с интегральными условиями ста-

вились и изучались как для обыкновенных 

дифференциальных уравнений, так и для 

уравнений с частными производными. Задачи 

такого типа часто возникают при математиче-

ском моделировании различных физических, 

химических, биологических или экологиче-

ских явлений, если вместо классических крае-

вых условий задана определенная связь значе-

ний искомой функции на границе области и 

внутри неё. Подобные ситуации имеют место 

при изучении большого круга явлений в физи-

ке плазмы, биологии, демографии и других 

технологических процессах [2]. Нелокальные 

задачи имеют большую практическую значи-

мость при решении задач распространения 

тепла, влагопереноса в пористых средах и ме-

ханике твердого тела, так как позволяют 

управлять напряженно-деформированным со-

стоянием. В настоящее время теория нело-

кальных задач интенсивно развивается и пред-

ставляет собой важный раздел теории диффе-

ренциальных уравнений с частными произ-

водными, особый интерес в этой области 

представляют задачи с нелокальными инте-

гральными условиями. Такие задачи служат 

удобным способом описания условий на ис-

комое решение в тех случаях, когда невоз-

можно непосредственно измерение каких-либо 

физических величин на границе области, но 

известно их усредненное значение внутри [3]. 

Практическое разрешение задачи для ги-

перболического уравнения с нелокальным 

В 
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интегральным условием имеет большое зна-

чение при проведении расчётов в рамках ра-

бот по проектированию новейших образцов 

технических устройств, используемых в раз-

личных областях экономики и промышленно-

сти. Развитие теории дифференциальных 

уравнений с частными производными спо-

собствует прогрессу в рассматриваемой обла-

сти, поскольку открывает широкие возмож-

ности для качественного разрешения практи-

ческих задач в области расчетов основных 

проектных характеристик, имеющих суще-

ственное значение при проектировании 

сложных с технической точки зрения объек-

тов. Нелокальные задачи представляют суще-

ственный интерес для математиков в целом и 

в связи с наличием возможности их приложе-

ния к исследованиям процессов различной 

сложности в смежных науках, составляющих 

основу современного естествознания.  

Рассмотрим в прямоугольной области 

Q={(x,t): 0<x<l, 0<t<T} задачу для гипербо-

лического уравнения: 

utt-(a(x,t)ux)x +c(t)u=f(x,t)                          (1) 

с начальными граничными условиями: 

u(x,0)=φ(x), ut(x,0)=ψ(x),                          (2) 

ux(0,t)=0                                                      (3) 

и нелокальным интегральным условием: 

где: φ (x) ; ψ(x) ; K(x)  C
1
[0,l]; с(t)  C[0,T]; 

a(x,t)  C[0,l]; f(x,y); K(l)=0. 

Для исследования поставленной задачи 

используем метод вспомогательных функ-

ций. Рассмотрим функцию: 

(5) 

Тогда, с учетом (1-4), получаем вспомога-

тельную задачу для введенной функции: 

vtt-(a(x,t)vx)x +c(t)v=F(x,t)                         (6) 

 

v(x,0)=Φ(x), ut(x,0)=Ψ(x),                         (7) 

 

vx(0,t)=0, v(l,t)=0.                                       (8) 

Получено интегральное тождество, с по-

мощью которого определяется обобщенное 

решение задачи (5-8). Доказанo, что обоб-

щенное решение задачи (5-8) существует и 

единственно. Следовательно, задача (1-4) 

однозначно разрешима. Очевидно, что ис-

следование нелокальных краевых, начально-

краевых задач, разработка и анализ методов 

их численного решения — актуальное, прак-

тически и теоретически весьма интересное, 

важное направление математики, приклад-

ной и вычислительной математики. Следует 

отметить, что нелокальными принято назы-

вать такие условия, при которых конкретные 

соотношения, предназначенные для связы-

вания искомого параметра в области Ω, 

имеют место на определённом внутреннем 

многообразии, а также в конкретных точках в 

границах Ω. В том случае, если в данного рода 

соотношениях нет значений необходимого 

решения в интервале, заданных условиями за-

дачи параметров, данные соотношения отно-

сятся к категории нелокальных условий перво-

го рода. В том случае, если величина искомого 

решения либо его производных элементов на 

границе области в соотношения включены, то 

подобные соотношения следует считать нело-

кальными условиями второго рода. 

Ряд уравнений невозможно подогнать под 

представленную классификацию (рисунок 1), 

поскольку они содержат в себе признаки 

всех вышеперечисленных типов. В приклад-

ной математике подобные уравнения приня-

то называть гибридными. Задачи с нелокаль-

ными интегральными условиями успешно 

решаются с применением уравнений любого 

из представленных выше типов, причём ка-

чество решения не зависит от типа конкрет-

ного уравнения, а определяется исключи-

тельно характеристиками данных условий. 

Задачи данного рода, нелокальные краевые 

или начально-краевые решаются с примене-

нием методов прикладной математики и учё-

том заданных граничных условий, которые 

могут быть описаны при помощи функций 

дифференциального уравнения. При состав-

лении дифференциальных уравнений перво-

го и более высокого порядков могут быть 

использованы функции нескольких перемен-

ных, описывающие различные процессы, 

протекающие в различных областях есте-

ственных наук. В частности, процессы теп-

лопроводности в физике могут быть описаны 

с использованием гиперболического уравне-

ния, содержащего нелокальные интеграль-

ные условия, описывающие динамику кон-

кретной функции или её поведение на гра-

ницах заданной области. 

В частном случае конечным решением 
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дифференциального гиперболического урав-

нения с интегральным нелокальным услови-

ем выступает функция, которая придаёт 

тождественность данному уравнению. В бо-

лее общих случаях решением уравнений 

данного рода следует считать множество 

функций, которые придают тождественность 

данному уравнению при подстановке в него. 

Если изначально задаются дополнительные 

условия, роль которых в исследуемом случае 

следует отводить нелокальным интеграль-

ным задачам, решением гиперболического 

уравнения в частных производных следует 

считать функцию, удовлетворяющую данной 

нелокальной задаче. Гиперболические диф-

ференциальные уравнения второго и более 

высоких порядков включают в себя несколь-

ко производных, описывающих параметры 

процессов, протекающих в различных физи-

ческих средах, что имеет существенно зна-

чение при проведении алгебраических рас-

четов параметров данных сред. При измене-

нии данных параметров имеет место измене-

ние нелокальной интегральной задачи в це-

лом и условий решения уравнения. Разнооб-

разие практических задач, которые могут 

быть успешно решены посредством приме-

нения гиперболических уравнений с инте-

гральными нелокальными условиями обу-

славливает их важность в прикладной мате-

матике для проведения расчетов параметров 

различных сред и происходящих в них про-

цессов. В данном контексте, метод вспомо-

гательных функций применим для получе-

ния качественных решений данного уравне-

ния с учётом параметров внешней среды. 

Вспомогательные функции описывают 

различные процессы, происходящие в сре-

дах, для описания которых, в свою очередь 

используются гиперболические уравнения. 

Метод вспомогательных функций позволяет 

получать интегральные тождества, с помо-

щью которых определяются обобщённые 

решения поставленной задачи. Конкретные 

виды гиперболических уравнений предпола-

гают использование разных методов их ре-

шения, с учётом имеющихся нелокальных 

интегральных задач. Особенно это касается 

замкнутых систем дифференциальных урав-

нений, описывающих процессы, происходя-

щие в ограниченных средах в короткие про-

межутки времени. В подобных условиях 

необходимо дополнение поставленных нело-

кальных интегральных условий дискретны-

ми представлениями начальных условий и 

условий, характерных для границ исследуе-

мых сред. В целом алгоритм практического 

разрешения данной задачи не представляет 

существенной сложности, поскольку пред-

полагает использование ограниченного чис-

ла уравнений с заданным числом неизвест-

ных. В данном случае количество неизвест-

ных величин будет приведено в соответствие 

с числом уравнений, описывающих состоя-

ние среды, что будет свидетельствовать о 

полном завершении процесса формирования 

схемы разности искомых значений. Началь-

ные граничные условия гиперболического 

уравнения определяют состояние на грани-

цах исследуемой среды, в то время как инте-

гральные локальные условия выступают от-

ражением дополнительных условий, возни-

кающих в конкретной исследуемой среде. 

Подобные уравнения широко используются 

в различных разделах физики и химии, в 

частности при описании колебательных про-

цессов, протекающих в замкнутых простран-

ствах и сильно ограниченных по времени. 

Гиперболические уравнения с нелокальными 

интегральными условиями описывают про-

цессы, протекающие в электромагнитном 

поле, при резком изменении его параметров, 

а также при наличии внешний возмущений, 

способных дестабилизировать параметры 

данного поля. Принципы теории электро-

магнитного поля эффективно и точно описы-

ваются с использованием дифференциаль-

ных гиперболических уравнений первого и 

более высоких порядков, причём в каждом 

конкретном случае могут использоваться 

различные уравнения, описывающие различ-

ные процессы, протекающие в разных точках 

электромагнитного поля. В каждом конкрет-

ном случае гиперболические уравнения с не-

локальными интегральными условиями мо-

гут различаться по принципам построения и 

типы переменных данного рода уравнений. 

Практические задачи с использованием 

гиперболических уравнений с нелокальными 

интегральными условиями встречаются в 



2022 ОБЩЕСТВО, № 1(24) 

 

 

различных сферах современной науки и тех-

ники, что предопределяет их важность в при-

кладной математике в целом и необходимость 

глубокого и всестороннего изучения. Прове-

дение исследований основных задач, разре-

шаемых на практике с использованием урав-

нений данного рода, разработка и анализ ме-

тодов их решения в численном выражении, 

является актуальным, практически и теорети-

чески крайне перспективным, важным 

направлением современной математики, как 

прикладной, так и вычислительной. Даль-

нейшие исследования в данном направлении 

только поспособствуют углублённому изуче-

нию основных аспектов практического при-

менения уравнений данного рода при реше-

нии широкого спектра задач, встречающихся 

в различных областях науки и техники, где 

данные уравнения применяются для решения 

важных практических и теоретических задач. 
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The relevance of the declared topic of this research work is determined by the importance of solving 

problems with non-local integral conditions and the need to use a hyperbolic equation for a qualitative 

solution of problems of this kind. The main results of this scientific research should be considered the proof 

of the practical solvability of the problems of constructing a hyperbolic equation with uniquely given local 

conditions, as well as obtaining convincing evidence of the importance of studying non-local boundary and 

initial boundary value problems from the point of view of their practical application in computational and 

applied mathematics. The results of this research work are of great importance for the developers of modern 

technical systems, the calculation of the main parameters of which requires the use of hyperbolic equations 

with non-local integral conditions, which ensures the high quality of theoretical calculations and the 

determination of the main directions for the design of such systems and their further operation. 
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