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В данной работе для линейных интегральных уравнений Вольтерра первого рода с тремя независи-

мыми переменными построены регуляризирующие операторы по М.М. Лаврентьеву, и доказана 

единственность решения как следствие. 
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где u(t,x,y) – неизвестная функция, K(t,x,y,s), 

N(t,x,y,s,z) и M(t,x,y,s,z,w) – ядра, 
f(t,x,y) – известная функция; f(0,x,y)=0  

при x[0,X], y[0,Y], G=(t,x,y):0≤t≤T, 
0≤x≤X, 0≤y≤Y}. 

Различные вопросы для интегральных 
уравнений Вольтерра первого рода исследо-
вались в [1-5]. В частности, в [4] для линей-
ных интегральных уравнений Вольтера пер-
вого рода с гладкими ядрами доказано суще-
ствование многопараметрического семейства 
решений. В [5] изучены вопросы регуляри-
зации и единственности решений систем не-
линейных интегральных уравнений Вольтер-
ра первого рода с двумя независимыми пе-

ременными. Здесь K(t,x,y,s), N(t,x,y,s,z) и 
M(t,x,y,s,z,w) могут быть негладкими. 

Пусть выполняются следующие условия: 

а) функции K(t,x,y,s), N(t,x,y,s,z) и 

M(t,x,y,s,z,w) – непрерывны соответственно в 

областях G1={(t,x,y,s): 0 s t T, 0 x X, 0 

yY}, G2={(t,x,y,s,z): 0 s tT, 0 z xX, 0 

yY},  G3={(t,x,y,s,z,w): 0 s t T, 0 z x X, 0 

w yY}, 0)(),,,(
0

 tKtyxtK  при 

],0[ Tt , )(),,,(
00
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(t,x,y)G; 

б) при t>  и для любых (t,x,y,s), (,x,y,s)G1 

справедливо неравенство 
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где 0<C – некоторая постоянная; в) при t> для любых  (t,x,y,s,z),(,x,y,s,z)G2 

справедливо неравенство  
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где 0<C1 – некоторая постоянная и               

N(t,x,y, t,z) 0 при (t,x,y,z)G4={(t,x,y,z): 0 

tT, 0 z xX, 0 yY}; 

г) при t > для любых (t,x,y,s,z,w), 

(,x,y,s,z,w)G3 справедливо неравенство 
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где 0<C2 – некоторая постоянная и 

M(t,x,y,t,z,w)0 при (t,x,y,z,w)G5={(t,x,y,z,w): 

0 tT, 0 z xX, 0 w yY}. 

Наряду с уравнением (1) будем рассмат-

ривать следующее уравнение 
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где 0<  – малый параметр. 

Решение уравнения (2) будем искать в виде  

),,,(),,(),,,(  yxtyxtuyxtu  .        

(t,x,y)G                                                     (3) 

Подставляя (3) в (2) и учитывая, что  

u(t,x,y) – решение уравнения (1), имеем  
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Последнее уравнение  запишем в виде
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Применив резольвенту ядра 
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и, используя формулу Дирихле, учитывая, что  
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и заменив   на s, имеем  
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Для доказательства этого соотношения 

предварительно докажем следующие леммы. 

Лемма 1. Пусть  
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где u(t,x,y)C(G),  u(0,x,y)=0 при x[0;X], 

y[0;Y], K0(t)>0 при ],0[ Tt ;  

 

dssKt
t
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0 , ],0[ Tt . В этом случае 

справедлива оценка  
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где  – произвольное число из интервала 

(0,1), в нём 
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)(1  
 – обратная  функция к функции 

)(t  . 

Доказательство. 1) если )(0 1   t , 

то из (8) имеем  
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из (9), (10) и (11) следует справедливость 
леммы 1. 

Лемма 2. Пусть функция H(t,x,y,s,) опре-
делена в форме (5) и выполняются условия  
а) и б). Тогда справедлива следующая оценка 

H(t,x,y,s,)C3, 

где С3=С(1+е
-1

). 

Доказательство. С учетом условия а) и б) 

из (5) получим неравенство 
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В этом случае для первого слагаемого 

имеем 
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А для второго слагаемого уже справедли-

во соотношение 
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Следовательно, отсюда вытекает справед-

ливость леммы 2. 

Лемма 3. Пусть функция N1(t,x,y,s,z,) опре-

деляется формулой (6).  

Если выполняются условия а) и в) то спра-

ведлива оценка в виде  

N1(t,x,y,s,z,) C4, 

где С4=С1(1+е
-1

). 

Доказательство. Принимая во внимание 

условия а) и в) из (6) получаем требуемую 

оценку. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Пусть функция M1(t,x,y,s,z,w,) 
определяется по формуле (7). Если  выполня-

ются условия а) и г) то справедлива  оценка  

M1(t,x,y,s,z,w,) C5 

где С5=С1(1+е
-1

). 

Доказательство. Принимая во внимание 

условия а) и г), из (7) получаем требуемую 

оценку. 

Далее, в силу лемм 1, 2, 3 и 4 из (4) имеем 
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то тогда получим неравенство 
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Далее, применим лемму 5-[5] к неравен-

ству (13) получим  
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Подставляя (12) в (14) имеем 
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Интегрируя последнее неравенство и 

применяя формулу Дирихле, получим 
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Затем заменив t на Т запишем в следую-

щем виде 
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Для неравенства (15), применим лемму 6 из 

источника [5] получим 
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В таком случае, применяя формулу Дири-

хле, имеем 
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Из (16) можно получить неравенство 
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К (17) применяем лемму 7 – [5], получим 
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Из (18) имеем 
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Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема. Пусть выполняются условия а)-

г) и уравнения (1) имеет непрерывное реше-

ние u(t,x,y) на G и u(0,x,y)=0 при x[0;X], 

y[0;Y], кроме того, пусть K0(t)>0 при 

],0[ Tt . Тогда решение уравнения (2) 

представимо в виде (3), причем это  решение  
 

 

при 0, сходится к непрерывному реше-

нию уравнения (1) в области G и справедли-

ва оценка (19). 

Следствие. Пусть выполняются условия 

а)-г) и 0)(
0

0
 dssK

t

, при  

],0[ Tt . Тогда решение уравнения (1) в 

пространстве С(G) единственно. 

Доказательство: Пусть )(),,( GCyxtu   – 

ненулевое решение (1), при f(t,x,y)0. Тогда, в 

силу условий а) – г) можно показать, что 

u(0,x,y)=0 на x[0,X], y[0,Y].  

В самом деле, пусть 
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Это уравнение преобразуем к эквивалент- ному ему уравнению 
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В силу условий а) – г), имеем 
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Отсюда, применяя формулу Дирихле, за-

тем заменив  на s и в силу теоремы о сред-

нем, имеем 
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где Gt=(s,x,t):0≤s≤t, 0≤x≤X, 0≤Y≤y}. 

По условию теоремы  0)(
0

0
 dssK

t

,  

],0[ Tt . Поэтому имеем 
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Отсюда, переходя к пределу, при t0 по-

лучим u(0,x,y)=0, для x[0,X], y[0,Y]. 

Ясно, что если 0),,( yxtf , то 

0),,,( yxtu , 0 ,  

где ),,,( yxtu решения уравнения (2). 

 

Далее в силу теоремы имеем 
║u(t,x,y)║c=║u(t,x,y) – u(t,x,y,ɛ)+ u(t,x,y,ɛ)║c ≤ 
≤║u(t,x,y) – u(t,x,y,ɛ)║c+║ u(t,x,y,ɛ)║c≤ 
≤║ u(t,x,y) – u(t,x,y,ɛ)║c→0, ɛ→0.  

т. е. 0),,( yxtu  при всех Gyxt ),,( . 

Теорема доказана. 
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In this paper, for linear Volterra integral equations of the first kind with three independent variables, regu-

larizing operators are constructed according to M.M. Lavrentiev, and the uniqueness of the solution is 

proved ac a corollary.  
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