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В данной работе рассматриваются краевая задача для вырождающегося уравнения второго поряд-

ка с тремя независимыми переменными. Для этой задачи методом неотрицательных квадратичных 

форм доказана теорема единственности.  
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ассмотрим следующие уравнения  

a1(t,x,y)utx+a2(t,x,y)uty+a3(t,x,y)uxy+b1(t,x,y)ut+ 

+b2(t,x,y)ux+b3(t,x,y)uy+c(t,x,y)u=(t,x,y)           (1) 

с краевыми условиями   

u(0,x,y)=0,   (x,y)[0,X][0,Y], 

u(t,0,y)=0,    (t,y)[0,T][0,Y],                  (2) 

u(t,x,0)=0,    (t,x)[0,T][0,X], 

где  a1(t,x,y), a2(t,x,y), a3(t,x,y), b1(t,x,y), b2(t,x,y), 

b3(t,x,y), c(t,x,y)  и  f(t,x,y) – заданные функции, а 

u(t,x,y) – неизвестная функция в области  

}0 ,0 ,0 :),,{( YtXxTtyxtG  .  

Обозначим через Z2(G) – пространство 

функций u(t,x,y), таких что  

u(t,x,y),ut(t,x,y),ux(t,x,y),uy(t,x,y),utx(t,x,y), 

uxy(t,x,y),uty(t,x,y),utxy(t,x,y)L2(G) 

Различные вопросы для вырождающихся 

скалярных и систем обыкновенных дифферен-

циальных уравнений исследовались в [2; 4-6]. 

Вырождающиеся дифференциальные урав-

нения в частных производных с двумя неза-

висимыми переменными изучено в [1]. Крае-

вая задача (1)-(2) является некорректным [3]. 

В данной работе методом неотрицательных 

квадратичных форм доказано теорема един-

ственности краевой задачи (1)-(2).  

Предполагаем выполнение условий:  

 

 

а) функции  

ai(t,x,y),ait(t,x,y),aix(t,x,y),aiy(t,x,y),bi(t,x,y), 

bitx(t,x,y),bity(t,x,y),bixy(t,x,y),c(t,x,y),ctxy(t,x,y) – 
непрерывные функции в области   
G, (i=1,2,3); 
б) главные миноры матричной функции 
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неотрицательны при всех  

(t,x,y,s,z,w)G1=(t,x,y,s,z,w):0≤s≤t≤T, 
0≤z≤x≤X,0≤w≤y≤Y},  
где a11=(t – s)(x – z)[a1(s,z,w) – (y – 

w)alw(s,z,w)], 

a22 = (t – s)(y – w)[a2(s,z,w) – (x – z)a2z(s,z,w)], 

a33=(x – z)(y-w)[a3(s,z,w) – (t – s)a3s(s,z,w)], 
a12=a21= – (t – s)(x – z)(y – w)b1(s,z,w), 
a13=a31= –(t – s)(x – z)(y – w)b2(s,z,w); 
a32=a23= –(t – s)(x – z)(y – w)b3(s,z,w); 
в) главные миноры матричной функции 
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}0 ,0 ,0 :),,,,,{(),,,,,(

1
YywXxzTtswzsyxtGwzsyxt  , 

где  )],,()(),,()[)((
1111

wzsawywzsazxsta
w
 , 

)],,()(),,()[)((
2222

wzsazxwzsawysta
z
 , 

)],,()(),,()[)((
3333

wzsastwzsawyzxa
s
 , 

),,())()((
12112

wzsbwyzxstaa  ,   

),,())()((
23113

wzsbwyzxstaa  , 

),,())()((
32332

wzsbwyzxstaa  ;   

 

где 0 К – некоторая постоянная.  

Теорема. Пусть выполняются условия а) – 

г). Тогда решение u(t,x,y) краевой задачи (1)-

(2) единственно в классе Z2(G).  

Доказательство. Сделаем следующую  

 

подстановку 

dwdzdswzsyxtu
t x y

  
0 0 0

),,(),,(  .        

(t,x,y)G                          (3) 
Подставляя (3) в (1), имеем

  dsyxsyxtadzyztyxtadwwxtyxta
txy

),,(),,(),,(),,(),,(),,(
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    dwdswxsyxtbdwdzwztyxtb
t yx y

),,(),,(),,(),,(
0 0

2
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1
  

),,(),,(),,(),,(),,(
0 0 00 0

3
yxtfdwdzdswzsyxtcdzdsyzsyxtb

t x yt x

      .                    (4) 

 

Обе части уравнения (4) умножив на (t,x,y), 

дважды интегрируя по частям в области  

Gtxy = (s,z,w):0≤s≤t, 0≤z≤x, 0≤w≤y} и при-

меняя, формулу Дирихле, получим
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t x y s z w

dwdzdsdddf
0 0 0 0 0 0

),,(),,(  .                                                                (5) 

 
В силу условий а) – г) левая часть соот-

ношения (5) неотрицательна, поэтому отсю-
да вытекает следующее неравенство  









     
t x y s z w

dwdzdsddd
K

0 0 0

2

0 0 0

),,(
2

  

     
t x y s z w

dwdzdsdddf
0 0 0 0 0 0

),,(),,(  .                         

Пусть ,0),,( yxtf  для любых 

Gyxt ),,( . В силу условий а) – г) и теоремы 

Сильвестра, получим, 

0),,(
0 0 0

    ddd
s z w

 т. е. 0),,( yxt  

при Gyxt ),,( . Теорема доказана.  

 

 

Пример. Рассмотрим уравнение 

(1–y)utx+(1–x)uty+(1–t)uxy+ut+ux+uy+u = (t,x,y) 

с краевыми условиями 

u(0,x,y)=0,   (x,y)[0;1][0;1], 

u(t,0,y)=0,    (t,y) [0;1][0;1],    

u(t,x,0)=0,    (t,x) [0;1][0;1]. 

Выполняется все условия а)-г) где 

1),,( wzsc , 0 К=1. Так как в условия б) и 

в) элементы матрицы  
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определяются по следующему формулу 
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In paper, we consider a boundary value problem for a degenerate second-order equation with three independent 

variables. For this problem, uniqueness theorems are proved by the method of non-negative quadratic forms.  

Key words: degenerate partial differential equations, boundary value problems with three independent vari-

ables, uniqueness theorem. 

 

 


