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усть 𝑓(𝑥i) – некоторая функция декар-

товых координат 𝑥i 

Если точка 𝑥i лежит на поверхности ∑, то 

𝑥i = 𝑥i(𝑦𝛼), и функцию 𝑓 можно рассматри-

вать как функцию, 𝑦1, 𝑦2 на поверхности. 

Частные производные функции 𝑓 опреде-

ляются соотношениями  

𝑓,i = 𝑓nνi +  𝑔𝛼𝛽𝑓,α𝑥i,β,                                    (1) 

где 𝑓n = 𝑓,iνi – производная по нормали к ∑. 

Пусть функция 𝑓(𝑥i, t) – непрерывная и 

дифференцируемая в каждой из обастей и 𝑉+, 

𝑉−примыкающих к поверхности ∑ с двух сто-

рон. На самой поверхности ∑ функция 𝑓 и ее 

частные производные могут претерпевать 

разрыв. Пусть 𝑓+ значение 𝑓 на поверхности 

∑ на подходе к ∑ по точкам области 𝑉+, а 𝑓− 

по точкам области 𝑉−. 

Продолжим 𝑓+ в область 𝑉−, а 𝑓− в об-

ласть 𝑉+ так, чтобы каждая из них была не-

прерывной и дифференцируемой в области 

𝑉+ , 𝑉−.  

Тогда имеем из (1): 

𝑓𝑖
+ = 𝑓𝑛

+νi + 𝑔𝛼𝛽𝑓,𝛼
+𝑥i,β; 

𝑓,𝑖
− = 𝑓𝑛

−νi +  𝑔𝛼𝛽𝑓,𝛼𝑥i,β                                      (2) 
δ𝑓+

δt
= 𝑓̇+ + 𝑓𝑛

+𝑐;    
δ𝑓−

δt
= 𝑓̇− + 𝑓𝑛

−𝑐                     (3) 

Вычитая из первых соотношений (2) и (3) 

соответственно вторые соотношения, полу-

чим: 

[𝑓,𝑖] = [𝑓𝑛]νi + 𝑔𝛼𝛽[𝑓],𝛼𝑥i,β                                          (4) 

[𝑓̇] = −[𝑓𝑛]c +
δ[𝑓]

δt
,                                          (5) 

Здесь [𝑓,𝑖] = 𝑓,𝑖
+ − 𝑓,𝑖

−; [𝑓̇] = 𝑓̇+ − 𝑓̇−, 

[𝑓𝑛] = 𝑓𝑛
+ − 𝑓𝑛

−, [𝑓,𝑖] = 𝑓+ − 𝑓−. 

Выражения (4) и (5) – геометрические и ки-

нематические условия совместности для про-

изводных первого порядка соответственно. 

Если 𝑓 непрерывна на ∑, то из (4) и (5) по-

лучаем условия совместности Адамара 

[𝑓,𝑖] = [𝑓𝑛]νi , [𝑓̇] = −[𝑓𝑛]c                                      (6) 

Обобщая формулу (1), имеем 

 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥i,β(𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘−1)

)
,α

+ (k − 1)𝑔𝛼𝛽𝑔𝜎𝛾𝑏𝛼𝜎𝑥𝑖,𝛽𝑥𝑒,𝛾𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−1)

, 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

=
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗….𝜕𝑥𝑒
νi … νe ; 𝑓,𝑛…𝑛

(𝑘)
=

𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗∙..∙𝜕𝑥𝑒
νi … νe                             (7) 

 

Докажем справедливость формулы (7). 

Для этого спроектируем это равенство на три 

неколлинеарные направления. 
Проектируя (7) на νi, и учитывая, что 

𝑥i,βνi = 0, получаем 

𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

νi =
𝜕𝑘−1

𝜕𝑥𝑗 ∙. .∙ 𝜕𝑥𝑒
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
) νj … νeνi 

Проектируя (7) на 𝑥𝑗,𝜏,находим

 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

𝑥𝑗,𝜏 = 𝑔𝛼𝛽𝑔𝜏𝛽(𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘−1)

)
,𝛼

+ (k − 1)𝑔𝛼𝛽𝑔𝜎𝛾𝑏𝛼𝜎𝑔𝜏𝛽𝑥𝑒,𝛾𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−1)

= (𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘−1)

)
,𝜏

+ 

+(k − 1)𝑔𝜎𝛾𝑏𝜏𝜎𝑥𝑒,𝛾𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−1)

= (
𝜕𝑘−1𝑓

𝜕𝑥𝑗…𝜕𝑥𝑒
),𝜏 ∙ νj … νe +

𝜕𝑘−1𝑓

𝜕𝑥𝑗…𝜕𝑥𝑒
(νj … νe),𝜏 + (k − 1)𝑔𝜎𝛾𝑏𝜏𝜎𝑥𝑒,𝛾𝑓,𝑒𝑛…𝑛

(𝑘−1)
.  

П 
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Подставляя (7), получаем 
𝜕𝑘−1𝑓

𝜕𝑥𝑗…𝜕𝑥𝑒
(νj … νe),𝜏 + (k − 1)𝑔𝜎𝛾𝑏𝜏𝜎𝑥𝑒,𝛾𝑓,𝑒𝑛…𝑛

(𝑘−1)
= 0, 

А так как 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

𝑥𝑗,𝜏 = (
𝜕𝑘−1𝑓

𝜕𝑥𝑗…𝜕𝑥𝑒
),𝜏 ∙ νj … νe, 

То равенство (7) справедливо и при проек-

тировании на 𝑥𝑗,𝜏. Таким образом формула (7) 

доказана. 

Обобщающая формула имеет вид:

 

𝑓,𝑡𝑛…𝑛
(𝑘)

=
𝛿𝑓,𝑛…𝑛

(𝑘−1)

𝛿𝑡
− 𝑐𝑓𝑛…𝑛

(𝑘)
+ (k − 1)𝑔𝛼𝛽𝑐,𝛼𝑥𝛼𝛽𝑓,𝑒𝑛…𝑛

(𝑘−1)
                                   (8) 

 

Покажем справедливость (8). Для чего вычислим производную.
 

𝛿𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

𝛿𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
𝑓𝑛…𝑛

(𝑘−1)
+ 𝑐

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

νj = 𝑓,𝑡𝑛…𝑛
(𝑘)

+ 𝑐𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

+
𝜕𝑘−1𝑓

𝜕𝑥𝑗 … 𝜕𝑥𝑒

𝛿

𝛿𝑡
(νj … νe) =

= 𝑓,𝑡𝑛…𝑛
(𝑘)

+ 𝑐𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

+ (k − 1)𝑓𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−1) 𝛿νe

𝛿𝑡
 

 

Подставляя 𝛿νe 𝛿𝑡⁄  , получаем 
𝛿𝑓𝑛…𝑛

(𝑘−1)

𝛿𝑡
= 𝑓,𝑡𝑛…𝑛

(𝑘)
+ 𝑐𝑓𝑛…𝑛

(𝑘)
++(k − 1)𝑔𝛼𝛽𝑐,𝛼𝑥𝑒 , 𝑓,𝑒𝑛…𝑛

(𝑘−1)
 

Последняя формула эквивалентна равен-

ству (8). 

 

Соотношения (7) и (8) выражают значения 

производных 𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

и 𝑓,𝑡𝑛…𝑛
(𝑘)

 через𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

,  

 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

, 𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−1)

𝑥𝑒𝛾. Для определения послед-
него значения (7) положим вместо 𝑘 индекс 
𝑘 − 1, получим

𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−1)

𝑥𝑒𝛾 = (𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−2)

),𝛾 + (k − 2)𝑔𝜌𝜏𝑏𝛾𝜌𝑥𝑒,𝜏𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−2)

.                                                   (9) 

 

Подставляя (9) в равенство (7), находим
 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

),𝛼 + (𝑘 − 1)𝑔𝛼𝛽𝑔𝜎𝛾𝑏𝛼𝜎𝑔𝜏𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−2)

),𝛾 + 

+(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)𝑔𝛼𝛽𝑔𝜎𝛾𝑏𝛼𝜎𝑔𝛽𝜏𝑥𝑖,𝛽𝑏𝛾𝜌𝑥𝑒,𝜏𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−2)

                                         (10) 

 

Соотношение (10) выражает значения 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

 через 𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘)

, 𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘−1)

, 𝑓,𝑛…𝑛
(𝑘−2)

, 𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−2)

𝑥𝑒,𝜏, 

причем последнюю величину можно 

вычислить по (9) при значении k на единицу 

меньше и исключить из соотношений (10). 

Проделав эту процедуру (M-1) раз, получим

 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

),𝛼 + ∑ 𝐶𝑅−1
𝑘−𝑅(𝑅 − 1)!𝑀

𝑅=2 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1
(𝑓𝑛…𝑛

(𝑘−𝑅)
),𝛼𝑅

𝐵𝛼1

𝛼𝑅 +

+ 𝐶𝑅−1
𝑘−𝑀−1𝑀! 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1

𝑥𝑒,𝛼𝑀+1
𝑓,𝑒𝑛…𝑛

(𝑅−𝑀)
𝐵𝛼1

𝛼𝑀+1 ,                                                                                                   (11) 

 

Здесь 

 

𝐵𝛼1

𝛼𝑅 = ∏ 𝑏𝛼𝑁−1

𝛼𝑁 = ∏ 𝑏𝛼𝑁−1
𝛽𝑁𝑔𝛼𝑁𝛽𝑁 = 𝑏𝛼1𝛽2

𝑔𝛼2𝛽2𝑅
𝑁=2

𝑅
𝑁=2 𝑏𝛼2𝛽3

… 𝑏𝛼𝑅+1𝛽𝑅
𝑔𝛼𝑅𝛽𝑅 .                               (12) 

 

Доказательство (11) построим методом ин-

дукции. При M=1 правая часть (11) преобра-

зуется к виду
 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

),𝛼 + (𝑅 − 1)𝑔𝛼1𝛽1𝑏𝛼1𝛽2
𝑔𝛼2𝛽2𝑥𝑖,𝛽1

𝑥𝑖,𝛽2
𝑓𝑛…𝑛

(𝑅−1)
 

 

При M=2, расписав правую часть равен-

ства (11), получаем формулу (10). 

Пусть формула (11) верна для M, покажем, 

что тогда она верна и для M+1. Из (9) получаем
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𝑓,𝑒𝑛…𝑛
(𝑘−𝑀)

𝑥𝑒,𝛼𝑀+1
= (𝑓𝑛…𝑛

(𝑅−𝑀−1)
),𝛼𝑀+1

+ (𝑅 − 𝑀 − 1)𝑔𝜌𝜏𝑏𝛼𝑀−1
𝑥𝑒,𝜏𝑓,𝑒𝑛…𝑛

𝑅−𝑀−1.                    (14) 

 

Подставляем (14) в правую часть (11), 

находим
 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

),𝛼 + ∑ 𝐶𝑘−1
𝑘−𝑅(𝑅 − 1)!𝑀

𝑅=2 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1
(𝑓𝑛…𝑛

(𝑘−𝑅)
),𝛼𝑅

𝐵𝛼1

𝛼𝑅 +

+𝐶𝑘−1
𝑘−𝑀−1𝑀! 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1

(𝑓𝑛…𝑛
(𝑅−𝑀−1)

),𝛼𝑀+1
 𝐵𝛼1

𝛼𝑀+1 + 𝐶𝑅−1
𝑅−𝑀−1𝑀! 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1

(𝑅 − 𝑀 −

− 1)𝑔𝜌𝜏𝑏𝛼𝑀+1
𝑥𝑒,𝜏𝑓,𝑒𝑛…𝑛

𝑅−𝑀−1 𝐵𝛼1

𝛼𝑀+1 = 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

),𝛼 + ∑ 𝐶𝑘−1
𝑘−𝑅(𝑅 −𝑀

𝑅=2

− 1)! 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1
(𝑓𝑛…𝑛

(𝑘−𝑅)
),𝛼𝑅

𝐵𝛼1

𝛼𝑅 + 𝐶𝑘−1
𝑘−𝑀−1𝑀! (𝑅 − 𝑀 − 1) 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1

𝑔𝜌𝜏𝑏𝛼𝑀+1𝜌𝑥𝑒,𝜏𝑓,𝑒𝑛…𝑛
𝑅−𝑀−1 𝐵𝛼1

𝛼𝑀+1. 

 

Так как  𝐶𝑘−1
𝑘−𝑀−1𝑀! (𝑅 − 𝑀 − 1) = 

= 𝐶𝑘−1
𝑘−(𝑀+1)−1(𝑀 + 1)!, то для доказательства 

исходного соотношения достаточно показать, 
что 𝑔𝜌𝜏𝑏𝛼𝑀+1

𝑥𝑒,𝜏 𝐵𝛼1

𝛼𝑀+1 = 𝑥𝑒,𝛼𝑀+2
𝐵𝛼1

𝛼𝑀+2. 

Последнее равенство следует из (12), если 
положить 

𝜏 = 𝛼𝑀+2, 𝜌 = 𝛽𝑀+2 

Равенство (11) доказано для M= 1,2,…,      

(K-1), так как при k=1 формула (7) переходит 

в (1), и при M=k

 

𝑓,𝑖𝑛…𝑛
(𝑘)

= 𝑓𝑛…𝑛
(𝑘)

νi + 𝑔𝛼𝛽𝑥𝑖,𝛽(𝑓𝑛…𝑛
(𝑘−1)

),𝛼 + ∑ 𝐶𝑘−1
𝑘−𝑅(𝑅 − 1)!𝑘

𝑅=2 𝑔𝛼1𝛽1𝑥𝑖,𝛽1
(𝑓𝑛…𝑛

(𝑘−𝑅)
),𝛼𝑅

𝐵𝛼1

𝛼𝑅.          (15)

Рассмотрим контравариантный тензор 

𝑔𝛼1𝛽1𝐵𝛼1

𝛼𝑅  , имеем 

 

𝑔𝛼1𝛽1𝐵𝛼1

𝛼2 = 𝑔𝛼1𝛽1𝑏𝛼1𝛽2
𝑔𝛼2𝛽2 = 𝑏𝛼2𝛽1

𝑔𝛼1𝛽1𝐵𝛼1

𝛼3 = 𝑔𝛼1𝛽1𝑏𝛼1𝛽2
𝑔𝛼2𝛽2𝑏𝛼2𝛽3

𝑔𝛼3𝛽3 = 𝑔𝛼1𝛽1𝑔𝛼3𝛽3𝑐𝛼1𝛽3
= 2𝐻𝑏𝛽1𝛼3 − 𝐾𝑔𝛽1𝛼3             (16) 

 
При получении (16) использовались ра-

венства  
𝑐𝛼1𝛽3

= 𝑔𝛼2𝛽2𝑏𝛼1𝛽2
𝑏𝛼2𝛽3

= 2𝐻𝑏𝛼1𝛽3
− 𝐾𝑔𝛼1𝛽3

      (17) 

Можно показать, что тензор gα1β1Bα1

αR, 
можно представить в виде 

gα1β1Bα1

αR = ARbβ1αR + BRbβ1αR                 (18) 

Здесь AR и BR – функции H и K. 

Определим AR и BR . Для этого вычислим 

gα1β1Bα1

αR+1 

 

gα1β1Bα1

αR+1 = gα1β1Bα1

αRbαRβR+1
gαRβR+1 = (ARbβ1αR + BRbβ1αR)bαRβR+1

gαRβR+1 =

ARbαβ1gαRbαRβR+1
gαR+1βR+1 + BRbβ1αR+1 = ARbαβ1cαβR+1

gαR+1βR+1 + BRbβ1αR+1 =

(2ARH + BR)gβ1αR+1 − ARKgβ1αR+1.                                                                         (19) 

 

Так как согласно (18) имеем: 

gα1β1Bα1

αR+1 = AR+1bβ1αR+1 + BR+1bβ1αR+1    (20) 

Из (20) получаем систему рекуррентных 

уравнений для определения AR и BR : 
AR+1 = 2ARH + BR, BR+1 = −ARK             (21) 

Представляя выражения H и K через глав-

ные кривизны 2H = ℵ1 + ℵ2, K = ℵ1 ∙ ℵ2 по-

лучаем из (21) 

AR+1 = AR(ℵ1 + ℵ2) − AR−1ℵ1 ∙ ℵ2, 

BR+1 = −ARℵ1 ∙ ℵ2                                     (22) 

Из соотношений (16) следует, что 

A2 = 1,  B2 = 0. 
A3 = ℵ1 + ℵ2, B3 = −ℵ1 ∙ ℵ2. Решение беско-
нечной системы рекуррентных уравнений 
(22) при указанных начальных значениях 
можно записать в виде 

AR = ∑ ℵ1
R−2−p

ℵ2
pR−2

p=0 , 

BR = ∑ ℵ1
R−2−p

ℵ2
p+1R−3

p=0                                 (23) 

Соотношения (23) выполняются при 
 R ≫ 3 , при R = 2 следует положить B2 = 0. 

Подставляя значения (23) в (18) и (15) 
окончательно имеем для производных
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f,in…n
(k)

= fn…n
(k)

νi + gαβxi,β{(fn…n
(k−1)

),α − ∑ ∑ Ck−1
k−R(R − 1)!R−3

p=0
k
R=3 ℵ1

R−2−p
ℵ2

p+1
(fn…n

(k−R)
),α} +

+gαβxi,β ∑ ∑ Ck−1
k−R(R − 1)!R−2

p=0
k
R=2 ℵ1

R−2−p
ℵ2

p+1
(fn…n

(k−R)
),α.                                                 (24) 

 

Вычисляя f,en…n
(k−1)

по формуле (24), окончатель-

ное выражение для производной

 

f,tn…n
(k)

=
δfn…n

(k−1)

δt
− cfn…n

(k)
+ (k − 1)gαβc,β{(fn…n

(k−2)
),α − ∑ ∑ Ck−2

k−R−1(R −R−3
p=0

k−1
R=3

− 1)! ℵ1
R−2−p

ℵ2
p+1

(fn…n
(k−R−1)

),α} + (R − 1)bαβc,β ∑ ∑ Ck−2
k−R−1(R − 1)!R−2

p=0
k−1
R=2 ℵ1

R−2−p
ℵ2

p
(fn…n

(k−R−1)
),α. (25) 

 

Применяя (24) и (25) к f +(xi, t) иf −(xi, t) , 

получим кинематические и геометрические 

условия совместности для скачков производ-

ных n-го порядка в виде. 

 

[f,in…n
(k)

] = [fn…n
(k)

]νi + gαβxi,β{[fn…n
(k−1)

],α − ∑ ∑ Ck−1
k−R(R − 1)!R−3

p=0
k
R=3 ℵ1

R−2−p
ℵ2

p+1
[fn…n

(k−R)
],α} +

+ bαβxi,β ∑ ∑ Ck−1
k−R(R − 1)!R−2

p=0
k
R=2 ℵ1

R−2−p
ℵ2

p
[fn…n

(k−R)
],α                                                            (26) 

[f,tn…n
(k)

] =
δ[fn…n

(k−1)
]

δt
− c[fn…n

(k)
] + (k − 1)gαβc,β{[fn…n

(k−2)
],α − ∑ ∑ Ck−2

k−R−1(R −R−3
p=0

k−1
R=3

− 1)! ℵ1
R−2−p

ℵ2
p+1

[fn…n
(k−R−1)

],α} + (R − 1)bαβc,β ∑ ∑ Ck−2
k−R−1(R − 1)!R−2

p=0
k−1
R=2 ℵ1

R−2−p
ℵ2

p
[fn…n

(k−R−1)
],α   (27) 

 

В правые части уравнений (26) и (27) вхо-

дят только нормальные скачки производных 

до k-го порядка включительно, и их произ-

водные по направлениям, касательным к по-

верхности разрыва ∑(t).

 

 

KINETIC AND GEOMETRIC COMPATIBILITY CONDITIONS  
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We consider a function that is continuous and differentiable in two domains adjacent to the surface on both 

sides. On the surface, the function and its partial derivatives may undergo a discontinuity. Geometric and 

kinematic compatibility conditions for first-order derivatives are obtained. Formulas for kinetic and geometric 

compatibility conditions for n-order derivative jumps are then derived and proven. 
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