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зучение динамики эволюции магнитно-

го потока вглубь сверхпроводника с 

нелинейной вольтамперной характеристикой 

в режиме крипа потока является важной за-

дачей технической сверхпроводимости. Ма-

тематически задача исследования может 

быть сформулирована на основе системы не-

линейных эволюционных уравнений для 

электромагнитного поля с учетом нелиней-

ного соотношения между полем и током в 

сверхпроводнике [3; 4; 6; 7-9; 12-19]. Теоре-

тические исследования закономерности про-

никновения магнитного потока в режиме 

крипа потока со степенной вольтамперной 

характеристикой и связанная с ним быстрая 

релаксация тока в сверхпроводниках были 

проведены в классических работах [12; 18]. 

Закономерности проникновения магнитного 

поля в режиме вязкого течения потока изучены 

в [4; 6; 13; 15]. Динамика проникновения 

магнитного потока исследована в [15] в 

предположении, что дифференциальное со-

противление не зависит от магнитного поля. 

Подробный анализ этих процессов в режиме 

крипа потока в случае с нарастающим с по-

стоянной скоростью магнитным полем для 

сверхпроводников второго рода с различны-

ми типами вольтамперных характеристик 

проведен в [13]. 

В данной работе рассматривается диффу-

зионная задача о проникновении магнитного 

потока в сверхпроводник с учетом нелиней-

ной вольтамперной характеристики сверх-

проводников, справедливой в области малых 

эклектических полей и в режиме крипа пото-

ка. Получено точное аналитическое решение, 

И 
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описывающее пространственную и времен-

ную эволюции проникновения магнитного и 

электрического полей и плотность тока. 

Определена скорость распространения фрон-

та намагниченности при заданной средней 

скорости изменения по времени внешнего 

магнитного поля на границе образца.  

Для моделирования процесса эволюции 

возмущений электромагнитного поля в про-

странстве и времени используется система 

уравнений макроскопической электродина-

мики [5]. Взаимосвязь между магнитной ин-

дукцией B , электрическим полем E  и плот-

ностью транспортного тока j  устанавлива-

ется уравнениями Максвелла  

rot = 4πB j c ,                                               (1) 

rot (1 / )( / )E c dB dt  .                                 (2) 

Движение вихревых нитей со скоростью 

v приводит к возникновению электрическо-

го поля 

/E vB c .                                                   (3) 

Согласно теории Андерсона [2; 1], термо-

активационное движение вихрей может быть 

описано соотношением 

0 exp( / )Bv v U k T  ,                                   (4) 

где v0  скорость вихрей при T = 0; U  

энергия активации при тепловом движении 

вихрей, которая зависит от механизмов пин-

нинга; T  температура и kB  постоянная 

Больцмана. Энергия активации U = U( j , B , T) 

зависит от температуры T, индукции магнит-

ного поля B  и плотности тока j . Для просто-

го случая она может быть описана хорошо из-

вестной формулой Кима-Андерсона [2]. 

0( ) 1
c

j
U j U

j

 
  

 
,                                       (5) 

где U0  характерный масштаб энергии 

активации, jc = jc(B)  критическая плотность 

тока. В режиме крипа потока активационная 

энергия U растет с ростом плотности тока по 

следующему закону [1]. 

0( ) ( / )n

cU j U j j ,                                       (6) 

где показатель экспоненты n зависит от ме-

ханизма пиннинга [20]. С учетом последнего 

равенства, скорость термоактивационного 

движения вихрей можно представить в виде 

0 /
n

cv v j j .                                               (7) 

Тогда феноменологическое равенство для 

функции ( )E j  может быть выбрано в виде 

0 /
n

cE v B j j j .                                       (8) 

При n=1 последнее уравнение описывает 

режим вязкого течения потока. При достаточ-

но больших значениях n последнее определяет 

критическое состояние Бина jc = jc(Be) [11]. Ко-

гда 1<n<, уравнение описывает режима кри-

па потока. Для зависимости jc(B) существуют 

различные модели и мы для простоты вос-

пользуемся степенной моделью [10]. 

0 0( ) ( / )cj B j B B  ,                                      (9) 

где j0 и B0  характеристические значения 

плотности тока и индукции магнитного поля; 

  безразмерный параметр, характеризую-

щий пиннинг; 0<<1. При  = 0, последнее 

равенство сводится к модели Бина [5]. Дру-

гая возможная модель для зависимости jc(B) 

имеет экспоненциальную форму 

0 0( ) exp( / )j B j B B    

где B0  параметр, связанный с пиннингом 

[9].  

Сформулируем основные уравнения, опи-

сывающие динамику развития тепловых и 

электромагнитных возмущений для простого 

случая – сверхпроводящего плоского полу-

бесконечного образца x  0. Предполагаем, 

что внешнее магнитное поле (0,0, )eB B  

направлено по оси z и скорость магнитного 

поля является постоянной eB const . Соглас-

но уравнению Максвелла (2), в образце име-

ется вихревое электрическое поле 

(0, ,0)eE E . Здесь Be  амплитуда внешнего 

магнитного поля, Ee  амплитуда фонового 

электрического поля. Из концепции крити-

ческого состояния непосредственно следует 

параллельность плотности тока и электриче-

ского поля j E . Для такой геометрии про-

странственная и временная эволюции индук-

ции магнитного поля B описываются следу-

ющим диффузионным уравнением 
1

1

n

ndb d db db
b

dt dt dt dt



 
 

  
  

,                            (10) 

где мы ввели следующие безразмерные 

параметры: 
0/b B B , 0 0 0/px j x B  , 

0/t t  , 

0/j j j , 
0 0/E v j  , 

0 0 0 0B j v  . 
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Запишем для рассматриваемой одномер-

ной геометрии необходимые граничные и 

начальные условия относительно индукции 

магнитного поля. В эксперименте обычно 

реализуется линейное возрастание магнитно-

го поля на границе сверхпроводника в неко-

тором начальном интервале времени, а затем 

магнитное поле полагается постоянным. 

Представляет интерес и другие режимы воз-

растания внешнего магнитного поля. Ниже 

мы ограничимся исследованием краевой за-

дачи со степенным граничным режимом 

0(0, )b t b t .                                              (11) 

Возрастание поля по закону (11) происхо-

дит на конечном интервале времени, а затем 

оно стабилизируется, и таким образом 

( ,0) 0pb x  ,                                               (12) 

где хр положение фронта магнитного по-

тока. Тогда задача (10) с начальным распре-

делением  

( ,0) 1b x dx                                               (13) 

моделирует эволюцию магнитного потока в 

сверхпроводнике. Искомое распределение 

индукции магнитного поля будем отыски-

вать в классе автомодельных решений, ис-

пользуя групповые свойства дифференци-

ального уравнения (10) с соответствующими 

граничными (11), (12) и начальным (13) 

условиями. Для решения задачи (10)-(13) бу-

дем использовать инварианты вида 

( , ) ( / )b x t t f x t  .                                    (14) 

Здесь параметры  и  удовлетворяют со-

отношению 1 ( 1)n n n           . 

Используя соотношение для закона сохра-

нения потока типа (13), получим точное выра-

жение для параметра 1 / (2 1)n n       , ко-

торое предполагает существование реше-

ния типа 
1/(2 1)( , ) ( )n nb x t t f z  ,                                (15) 

где 1/(2 1)n nz xt   . 

Подставляя решение (15) в уравнение 

(10), получим следующее дифференциальное 

уравнение для новой функции f(z) 

1 1
0

2 1

n

nd df d df
f z

dz dz n n dz dz

 
   

          

.  (16) 

Решение уравнения (16) должно удовле-

творять следующим граничным условиям 

задачи 

0(0, )=1,   ( ,  )=0f t f z t .                                (17) 

Таким образом, полученное решение опи-

сывает профиль распространения индукции 

магнитного поля в сверхпроводнике. Даль-

нейшее интегрирование уравнения (16) с 

учетом граничных условий (17) приводит к 

следующему решению задачи 
1/( 1)

( 1)/

0 0( ) ( ) 1 ( / ) n nf z f z z z


    ,    (18) 

где                                    
1/( 1)

1/
1

0
0

1
( )

1 2 1

n
nz

f z n
n n n


   

   
      

. 

Положение фронта индукции магнитного 

потока z0 может быть найдено, подставляя 

решение (18) в равенство (13) 

1/( 1)
1/

(2 1)/( 1)

0

2 1

1 1 2 1 1

1 2 12

1 1

n

n n

n
F

n
z n

n n nn

n



  

   
                               

     
 

Последнее уравнение в старых перемен-

ных имеет вид 
1/( 1)

( 1)/

0( , ) 1

n n

p

x
b x t b

x


  

    
    

,                  (19) 

где                
1/( 1)

1/
1

1/(2 1) 0
0

1
(0, ) ( , )

1 2 1

n
n

n n z
b t b x t t n

n n n




  
   
    

      

 

Положение фронта магнитного потока 

может быть представлено в виде 
1/(2 1)

0

n n

px x t   . Тогда нетрудно определить 

скорость фронта магнитного поля: 
(2 )/(2 1)

0

n n n

pv v t    .                                 (20) 

Как видно, скорость фронта магнитного 

потока уменьшается линейно с течением 

времени. 

Таким образом, полученное решение (20) 

описывает проникновение магнитного пото-

ка в глубь сверхпроводника в интервале 

0ххр в режиме крипа потока со степенной 

вольтамперной характеристикой, определяе-

мой соотношением (8). 

Таким образом, мы изучали задачу о про-

никновении магнитного поля в высокотем-

пературный сверхпроводник второго рода, 

который находится в режиме крипа потока 

во внешнем магнитном поле. Показано, что 

магнитное поле на границе сверхпроводника 
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возрастает с течением времени в режиме с 

обострением. Получено уравнение типа 

диффузии, которое описывает распределение 

магнитной индукции в режиме вязкого тече-

ния потока при проникновении магнитного 

потока вглубь сверхпроводника. Получены 

аналитические формулы для глубины и ско-

рости проникновения магнитного поля в 

сверхпроводник в зависимости от значений 

параметров задачи, а именно от показателя 

степени n, характеризующего скорость про-

никновения вихрей в сверхпроводящее по-

лупространство. Отличительной особенно-

стью решений является их самоподобность, 

т. е. возникающие при крипе диссипативные 

магнитные структуры являются инвариант-

ными относительно преобразований про-

странственных и временных масштабов. 
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