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ВВЕДЕНИЕ 
 

 В соответствии с учебным планом курсовая работа по дис-
циплине «Программные продукты в математическом моделировани-
ии» выполняется студентами направления нефтегазовое дело в IV 
семестре и является заключительным этапом в изучении этой дис-
циплины. Она базируется на тех знаниях, которые студенты приоб-
рели в III семестре и выполняется на тему «Численное решение 
уравнения теплопроводности».  

Задание: получить решение уравнения теплопроводности 
   
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txu
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txu
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
   для значений аргументов х[a,b], t[0,T] при 

заданных начальном    xftxu
t


0

,  и граничных u(a,t)=(t) и 

u(b,t)=(t) условиях средствами табличного процессора Microsoft 
Excel и пакета математических расчетов MathCAD. Принять =1, 
шаг изменения пространственной координаты равным h, временной 
- . Получить максимальное и минимальное значения температуры в 
рассмотренной области, построить графики изменения температуры 
в точке области х=хп и при значении времени t=tп. 

Каждый студент выполняет индивидуальное задание, приве-
денное в приложении.  

Методические указания содержат подробное изложение всех 
этапов выполнения работы. Большое внимание уделяется оформле-
нию курсовой работы. Требования по оформлению курсовой работы 
приведены в методических указаниях [7]. 

 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ  

ПРОИЗВОДНЫХ 
  

Движение систем малого числа частиц математически опи-
сывают, как правило, обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями. Если число очень велико, то следить за движением отдель-
ных частиц практически невозможно. При этом удобнее рассматри-
вать систему частиц как сплошную среду, характеризуя ее состояние 
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средними величинами: плотностью, температурой в точке и т.д. Ма-
тематические модели сплошной среды приводят к уравнениям в ча-
стных производных, которым удовлетворяют упомянутые средние 
величины. К уравнениям в частных производных приводят задачи 
газодинамики, фильтрации, теплопроводности, переноса излучения, 
распространения нейтронов, теории упругости, электромагнитных 
полей, процесса переноса в газах, квантовой механики и многие 
другие. Независимыми переменными в физических задачах являют-
ся, как правило, время и координаты. Бывают и другие переменные, 
например, скорости частиц в задачах переноса. Решение требуется 
найти в некоторой области изменения независимых переменных. 
Полная постановка задачи содержит дифференциальное уравнение и 
дополнительные условия, позволяющие выделить единственное ре-
шение из семейства решений дифференциального уравнения. До-
полнительные условия задаются, как правило, на границе рассмат-
риваемой области. Если одной из независимых переменных является 
время, то решение ищут в некоторой пространственной области на 
отрезке времени Ttt 0 . В этом случае дополнительные условия, 
заданные при 0tt   называют начальными, а дополнительные усло-
вия, заданные на границе области – граничными или краевыми.  
 В курсах уравнений математической физики изложен ряд 
методов, позволяющих найти точное решение для некоторых клас-
сов задач. Точные методы позволяют получить явное выражение 
решения через начальные данные, что облегчает дальнейшие дейст-
вия с решением. Точные методы полезны, но применимы для очень 
узкого класса задач. Численные методы являются основным спосо-
бом решения дифференциальных уравнений в частных производ-
ных. 
 

1. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

 
Рассмотрим численное решение уравнения теплопроводности  
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   
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  ,     (1.1) 

где u(x,t) – температура, х – пространственная координата, t – время, 
λ – коэффициент температуропроводности. 

Решение нужно получить для значений аргументов х[a,b], 
t[0,T]. В начальный момент времени (t=0) известно распределение 
температуры  

   xftxu , .     (1.2) 
Задаются также значения функции на концах промежутка интегри-
рования пространственной координаты, т.е.  

u(a,t)=(t) и u(b,t)=(t).   (1.3) 
 В математике доказано, что задача, состоящая из уравнения 
(1.1), начального условия (1.2) и граничных условий (1.3), является 
корректно поставленной и имеет единственное решение. Численное 
решение получим разностным методом, который применяли к реше-
нию краевой задачи обыкновенного дифференциального уравнения 
второго порядка. Для того, чтобы написать разностную схему, при-
ближенно описывающую дифференциальное уравнение, необходимо 
свершить два шага: 

1. заменить область непрерывного изменения аргументов обла-
стью дискретного его изменения; 

2. заменить дифференциальный оператор некоторым разност-
ным соотношением и сформулировать разностный аналог 
для краевых и начального условий. 
Результатом выполнения первого шага является формирова-

ние значений xi и tj , в которых определяется решение u(xi,tj). Резуль-
татом выполнения второго шага является система линейных алгеб-
раических уравнений относительно значений решения дифференци-
ального уравнения в отдельных точках области определения аргу-
ментов u(xi,tj). Таким образом, задача о численном решении диффе-
ренциального уравнения сводится к вопросу нахождения решения 
системы линейных алгебраических уравнений. 
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Произведем замену частных производных 
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где приращения аргументов по времени и по пространственной ко-
ординате принимаются постоянными, равными   jj ttt 1  и 

hxxx ii  1 . Подставляя соотношения (1.4) в дифференциаль-
ное уравнение с частными производными (1.1), получаем разност-
ные уравнения для искомого решения  ji txu ,  на сетке значений ар-
гумента по пространственной (xi) и временной (tj) переменным: 

   
2

2 ,,
h

txutxu jixjit 






   (1.5) 

Разность первого порядка по времени заменяется разностями  
      jijijit txutxutxu ,,, .   (1.6) 

Разность второго порядка по пространственной координате заменя-
ется разностями 

       jijijijix thxutxuthxutxu ,,2,,2  . (1.7) 
 Аналогичные разностные соотношения применялись при 
решении краевой задачи обыкновенных дифференциальных уравне-
ний второго порядка. Подставив соотношения (1.6) и (1.7) в уравне-
ния (1.5), получаем систему алгебраических уравнений относитель-
но значений температуры в узлах  ji txu , :  

         
2

,1,,11 2,,
h

txutxutxutxutxu jijijijiji  






, (1.8) 

где i=1,2,.. m-1 и j=1, 2,.. n. Здесь m и n число делений промежутка 
изменения пространственной и временной переменных. 

Уравнения (1.8) позволяют вычислить решение во внутрен-
них точках сетки области определения решения. Число уравнений 
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системы (1.8) меньше числа неизвестных. Недостающие уравнения 
находятся из начального (1.2) и граничных (1.3) условий.  

Начальное условие (1.2) при t=0 в точках xi имеют вид: 
   ii xfxu 0,    (1.9) 

Для значений на концах изменения пространственной переменной 
(1.3) имеем: 

   jj ttau , ,    jj ttbu ,   
 (1.10) 

Разностная схема (1.8) носит название неявной разностной 
схемы. Значения искомой функции при одном значении временной 
переменной называются слоем. Начальное условие (1.9) задает зна-
чения решения на начальном (нулевом) слое. Значения решения на 
первом слое полностью определяется значениями на нулевом (при 
t=0). Для этого нужно решить систему уравнений (1.8), подставив 
известные значения при t=0. Полученные значения становятся ис-
ходными значениями для определения решения на втором времен-
ном слое как решения системы (1.8) при известном значении реше-
ния при t  (шаге изменения временной переменной). Этот про-
цесс повторяется до полного вычисления решения на всех слоях.  

Рассмотрим численное решение для уравнения теплопровод-
ности (1.1) при изменении аргумента х от значения 0,1 до 0,85, вре-
мени t от нуля до 2 при начальном условии  

xxf 9,042,1)(       (1.11) 
и граничных условиях  

492.0),1.0( tu ,  ttu  31.08.2),85.0( .  (1.12) 
 Для простоты положим коэффициент температуропроводно-
сти λ равным единице. Примем шаг по пространственной координа-
те равным 0,05. Шаг по временной координате - 0,2. Значит, коор-
динаты х, для которых определяется решение, равняются х=0,1; 0,15; 
0,2;…. 0,85. Временная координата t принимает значения t=0; 0,2; 
0,4; 0,6;…2. Т.е. решение будем определять на прямоугольной сетке 
значений аргументов, содержащей пятнадцать значений пространст-
венной координаты и десять значений временной.  
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 Разностное уравнение (1.8) преобразуем таким образом, что-
бы искомые решения одного слоя находились по одну сторону от 
знака равенства: 

       111 ,,,,   jijijiji txutxutxutxu  .  (1.13) 

Здесь введены обозначения 2h
 

 ,   21 .    (1.14) 

 Граничные условия имеют вид:  
На левом конце промежутка изменения временной координаты 

492.0)2,1.0()8.1,1.0()6.1,1.0(
)4.1,1.0()2.1,1.0()1,1.0()8.0,1.0(
)6.0,1.0()4.0,1.0()2.0,1.0()0,1.0(





uuu
uuuu
uuuu

,   (1.15) 

На правом конце промежутка изменения временной координаты 

  468.62,85.0;908.5)8.1,85.0(
;348.5)6.1,85.0(;778.4)4.1,85.0(;288.4)2.1,85.0(
;668.3)0.1,85.0(;108.3)8.0,85.0(;548.2)6.0,85.0(

;988.1)4.0,1(;428.1)2.0,85.0(;868.0)0,85.0(







uu
uuu
uuu

uuu

.(1.16) 

 На каждом временнóм слое необходимо решить систему 
(1.13) из четырнадцати уравнений. Перепишем систему (1.13) в раз-
вернутом виде: 
 

       
       
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       
       
       
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

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115161514

114151413

113141312
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,,,,
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jjjj

jjjj

jjjj

jjjj

jjjj

jjjj

txutxutxutxu
txutxutxutxu
txutxutxutxu

txutxutxutxu
txutxutxutxu
txutxutxutxu










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  (1.17) 
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Преобразуем систему (1.17), учитывая, что граничные значе-
ния заданы и известны (1.15), (1.16). Для вычисления решения в уз-
ловых точках одного временнóго слоя  ji txu ,  при i=1,2..m-1 полу-
чили систему линейных алгебраических уравнений с матрицей ко-
эффициентов трехдиагонального вида. Решение этой системы мож-
но производить любым из известных методов решения: Гаусса, Кра-
мера, с использованием обратной матрицы, прогонки, а также ите-
рации. 

       
       
       

       
       

       
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
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








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txutxutxutxu
txutxutxutxu
txutxutxutxu

txutxutxutxu
txutxutxutxu

txutxutxutxu

,,,,
,,,,
,,,,

,,,,
,,,,

,,,,

161151514

114151413

113141312

13432

12321

01121













 (1.18) 

Полученное решение для одного слоя используется при по-
лучении решения для следующего временного слоя.  
 Следовательно, получение решения уравнения (1.1) с на-
чальным и граничными условиями (1.2), (1.3) свелось к решению 
нескольких систем линейных алгебраических уравнений (1.18) с од-
ной системой коэффициентов перед неизвестными и различными 
правыми частями уравнений системы. 
 Решение будем выполнять в табличном процессоре Microsoft 
Excel методом прогонки и в пакете математических расчетов 
MathCAD.  
 

2. МЕТОД ПРОГОНКИ1 
 Часто в задачах возникает необходимость решать системы 
линейных алгебраических уравнений, матрицы которых, являясь 
                                                        
1 Название метода используется в отечественной литературе по вычисли-
тельной математике. Был введен в 50-е годы ХХ в. 
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слабо заполненными, т.е. содержащими небольшое количество эле-
ментов, отличных от нуля, имеют определенную структуру. Среди 
таких систем выделяют обычно системы с матрицами ленточной 
структуры. В таких матрицах ненулевые элементы располагаются на 
главной диагонали, а также под- и над главной диагональю. Ниже 
для примера приведена система четвертого порядка 
















4444343

3434333232

2323222121

1212111

bxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxa

.   (2.1) 

Их часто называют системами с трехдиагональными матри-
цами. Для решения систем с ленточными матрицами коэффициентов 
известный метод Гаусса модифицируют, вычисления организуют 
таким образом, чтобы не включать нулевые элементы, сводя получе-
ние решения к вычислению нескольких коэффициентов по рекур-
рентным соотношениям. Как и в методе Гаусса, вычисления имеют 
«прямой» и «обратный» ходы. Назначение прямого хода в методе 
прогонки то же, что в методе Гаусса – сведение матрицы коэффици-
ентов перед неизвестными к треугольному виду, когда элементы под 
главной диагональю равны нулю. В силу трехдиагональной струк-
туры матрицы нужно получить нули у коэффициентов, расположен-
ных на диагонали под главной диагональю. И при выполнении пря-
мого хода достигается обнуление этих элементов, т.е. система (2.1) 
приводится к виду  





















4444

3434333

2323222

1212111

bxa

bxaxa

bxaxa

bxaxa

.  (2.2) 

 При этих преобразованиях в силу того, что отличны от нуля 
элементы на диагонали выше главной, не возникнет ненулевых эле-
ментов в матрице, она примет двухдиагональный вид. Двухдиаго-
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нальная матрица имеет ненулевые коэффициенты на главной диаго-
нали и диагонали над главной. При выполнении обратного хода, как 
в методе Гаусса, вычисляются решения системы, начиная с послед-
него уравнения (2.1).  

Рассмотрим подробнее этот процесс на примере системы че-
тырех линейных алгебраических уравнений 

 

















44434

3433323

2322212

12111

fxbxa
fxcxbxa

fxcxbxa
fxcxb

.       (2.3) 

Приняты обозначения: a для коэффициентов перед неизвестными, 
стоящими на диагонали под главной; b – на главной, c – над глав-
ной. 

Систему можно записать одним матричным уравнением: 
FXA  , где А – матрица коэффициентов перед неизвестными, Х 

– вектор неизвестных, В – столбец свободных членов, а именно:  





















44

333

222

21

00
0

0
00

ba
cba

cba
cb

A , 





















4

3

2

1

x
x
x
x

X , 





















4

3

2

1

f
f
f
f

F .  

Начинаем выполнять прямой ход метода прогонки, целью 
которого является обнуление элементов, расположенных под глав-
ной диагональю матрицы А. Как в прямом ходе метода Гаусса, мы 
достигаем этого умножением всех элементов строки на число и вы-
читанием ее из нижестоящей строки системы.  

Первое уравнение системы (2.3) разделим на коэффициент 
b1:  
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


















44434

3433323

2322212

1

1
2

1

1
1

fxbxa
fxcxbxa
fxcxbxa

b
fx

b
cx

    (2.4) 

 Для получения нуля перед неизвестной х1 умножаем первое 
уравнение на коэффициент а2 и вычитаем из второго уравнения сис-
темы (2.3)  
































44434

3433323

1

1
22322

1

1
22

1

1
2

1

1
1

fxbxa
fxcxbxa

b
fafxcx

b
cab

b
fx

b
cx

 (2.5) 

Теперь второе уравнение системы (2.5) делим на коэффициент, 
стоящий перед неизвестной переменной х2 на главной диагонали: 

             































44434

3433323

1

1
22

1

1
22

3

1

1
22

2
2

1

1
2

1

1
1

fxbxa
fxcxbxa

b
cab

b
faf

x

b
cab

cx

b
fx

b
cx

  (2.6) 

Повторяем те же действия с третьим уравнением системы, 
т.е. умножаем второе уравнение на коэффициент, стоящий перед 
неизвестным на главной диагонали третьего уравнения х3, вычитаем 
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его из третьего уравнения, делим на величину коэффициента перед 
третьим неизвестным, т.е. 


























































44434

2

2
33

1

1
22

1

1
22

33

4

2

2
33

3
3

1

1
22

1

1
22

3

1

1
22

2
2

1

1
2

1

1
1

fxbxa
b
cab

b
cab

b
faf

af

x

b
cab

cx

b
cab

b
faf

x

b
cab

cx

b
fx

b
cx

 (2.7) 

И, наконец, те же действия повторяем с коэффициентами 
третьего и четвертого уравнений (2.7) 
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




































































3

3
44

2

2
33

1

1
22

1

1
22

33

44

4

2

2
33

1

1
22

1

1
22

33

4

2

2
33

3
3

1

1
22

1

1
22

3

1

1
22

2
2

1

1
2

1

1
1

b
cab

b
cab

b
cab

b
faf

af

af

x

b
cab

b
cab

b
faf

af

x

b
cab

cx

b
cab

b
faf

x

b
cab

cx

b
fx

b
cx

 (2.8). 

 Таким образом, за четыре шага исходная система (2.4) при-
ведена к двухдиагональному виду (2.8). Для получения решения 
системы выполняется обратный ход метода прогонки, а именно из 
последнего уравнения вычисляется величина неизвестного с наи-
большим индексом (в рассматриваемом случае х4), как в обратном 
ходе метода Гаусса 
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



































































3

3
44

2

2
33

1

1
22

1

1
22

33

44

4

2

2
33

1

1
22

1

1
22

33

4

2

2
33

3
3

1

1
22

1

1
22

3

1

1
22

2
2

1

1
2

1

1
1

b
cab

b
cab

b
cab
b
faf

af

af

x

b
cab

b
cab
b
faf

af

x

b
cab

cx

b
cab
b
faf

x

b
cab

cx

b
fx

b
cx

  (2.9) 

Значение неизвестной с максимальным индексом получается рав-
ным значению элемента столбца свободных членов с тем же индек-
сом. Полученное значение неизвестной с максимальным индексом 
(х4) подставляется в предыдущее уравнение, что позволяет вычис-
лить неизвестную с предыдущим индексом (х3). И, продолжая такие 
действия далее, получаем формулы для вычисления всех неизвест-
ных системы. Можно заметить, что даже для четырех неизвестных 
формулы выглядят очень громоздко. Однако, анализируя выполнен-
ное решение, можем заметить, что для коэффициентов, стоящих пе-
ред элементами выше главной диагонали, и в столбце свободных 
членов существует общность формул для их вычисления независимо 
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от числа уравнений. И для сокращения записи удобно воспользо-
ваться рекуррентными соотношениями. Запишем матрицу, получен-
ную в результате прямого хода (2.9), в виде: 
















44

3433

2322

1211

gx
gxsx
gxsx
gxsx

    (2.10) 

 Здесь введены обозначения  

1

1
1 b

cs  , 
1


iii

i
i sab

cs , 
1

1
1 b

fg  , 
1

1









iii

iii
i sab

gafg  при i=2, 3, 4.  (2.5) 

Используя эти обозначения, можем записать также рекуррентные 
соотношения для вычисления решения системы (обратный ход мето-
да прогонки)  
 44 gx  , 1 iiii xsgx  при i=3, 2, 1.     (2.6) 

 Применение рекуррентных соотношений в прямом и обрат-
ном ходах метода прогонки повышает наглядность формул и спо-
собствует правильности вычислений. 
 Если выполняется условие преобладания диагональных эле-
ментов, хотя бы для одного уравнения, система имеет единственное 
решение. 
 

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ  
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ТАБЛИЧНОМ ПРОЦЕССОРЕ  

MICROSOFT EXCEL 
 
 При решении системы линейных алгебраических уравнений 
методом прогонки в табличном процессоре Microsoft Excel исходную 
систему (1.13) приводим к виду (2.4), когда коэффициент в первом 
уравнении перед первой неизвестной равняется единице. Для этого 
разделим первое уравнение системы на коэффициент при первой 
неизвестной х1. В столбцы таблицы Microsoft Excel записываем но-
мера уравнений системы, значения свободных частей уравнений 
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системы и коэффициенты перед элементами под главной диагона-
лью, на главной диагонали и над главной диагональю матрицы ко-
эффициентов системы. В следующих двух столбцах вычисляем зна-
чения вспомогательных коэффициентов si, gi. Последний в таблице 
столбец предназначается для вычисления решения системы хi (рис. 
3.1). 
 

 
 

Рис. 3.1. Подготовка столбцов таблицы для вычислений методом прогонки 
 
 Для численного решения уравнения теплопроводности по-
требуется многократное решение системы линейных алгебраических 
уравнений (1.18) методом прогонки. При этом ясно, что матрица 
коэффициентов перед неизвестными системы одинакова и ее эле-
менты не зависят от значений пространственной и временной коор-
динат в узлах сетки. Из формул (2.5) следует, что и вспомогательные 
коэффициенты si также будут одинаковыми при решении всех сис-
тем. Эти коэффициенты вычислим один раз и далее будем на них 
только ссылаться в формулах. Поэтому для решения уравнения теп-
лопроводности расположим исходные данные несколько в другом 
порядке: те величины, которые не будут меняться при разных расче-
тах, запишем в левых столбцах таблицы, а те, что при повторных 
расчетах меняются - в правых (рис. 3.2). Так что порядок столбцов в 
решении примем следующий: в первый столбец заносим значения 
пространственной координаты, в которых вычисляется решение; во 
второй – номер уравнения; третий, четвертый, пятый столбцы будут 
занимать коэффициенты a, b, c уравнений системы; в шестом столб-
це будут располагаться вычисленные значения коэффициентов si; в 
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седьмом столбце будем вычислять значения температуры в узловых 
точках f(xi) в соответствии с начальными условиями задачи (1.11) 
(рис. 3.2).  
 

 
 

Рис. 3.2. Подготовка столбцов таблицы для решения уравнения теплопроводности 
методом прогонки 

 
На этом завершается подготовительная работа поиска реше-

ния. Все следующие столбцы таблицы будут содержать меняющиеся 
решения системы. Поэтому в следующих трех столбцах будем про-
водить вычисления тех величин, которые будут меняться при реше-
нии системы для следующего временного слоя: правая часть уравне-
ний системы fi, вспомогательные коэффициенты gi и температура на 
следующем временном слое ui.  
 Производим вычисление в первых столбцах таблицы, чтобы 
обеспечить наличие всех исходных данных для расчета (рис. 3.3, 
3.4). 
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Рис. 3.3. Исходные данные расчета методом прогонки (режим отображения чисел) 



 20 

 
 

Рис. 3.4. Исходные данные расчета методом прогонки (режим отображения фор-
мул) 

 
 Значения u0 и u15 вычисляются из краевых условий задачи 
(1.15) и (1.16), и заносятся в соответствующие ячейки таблицы. Зна-
чения температуры ui в узлах нулевого временного слоя решения 
вычисляются из начальных условий (1.11).  
 Далее вычисляются значения свободного столбца системы 
(1.18) и вспомогательных коэффициентов gi по формулам (2.5)   
(рис. 3.5, 3.6). Все ссылки на ячейки с неизменяющимися в ходе 
расчета данными являются абсолютными для обеспечения их неиз-
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менности при дальнейшем копировании расчетных формул. Прямой 
ход метода прогонки завершен. 

 
 

Рис. 3.5. Вычисление столбца свободных членов системы и вспомогательных ко-
эффициентов gi для первого временного слоя (режим отображения чисел) 
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Рис. 3.6. Вычисление столбца свободных членов системы и вспомогательных ко-

эффициентов gi для первого временного слоя (режим отображения формул) 
 
 Выполняя обратный ход метода прогонки, получим в соот-
ветствии с формулами (2.6) значения температуры на первом 
временнóм слое в столбце J таблицы (рис. 3.7, 3.82). 
                                                        
2 В связи с большими размерами таблицы с расчетом полностью приведено 
только содержание столбца с вычислением температуры. 



 23 

 
 

Рис. 3.7. Вычисление температуры на первом временном слое обратным ходом 
метода прогонки (режим отображения чисел) 

 
 Получили значение температуры на первом временнóм слое, 
т.е. при j=1. Для получения решения на втором временнóм слое j=2 
нужно решить систему (1.18), свободный столбец которой содержит 
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температуру первого слоя в узлах, т.е. полученные в столбце J вели-
чины. 
 

 
 

Рис. 3.8. Вычисление температуры на первом временном слое обратным ходом 
метода прогонки (режим отображения формул) 

 
Следует повторить вычисление столбца свободных членов, вспомо-
гательных коэффициентов gi и обратным ходом получить значения 
температуры в узлах для второго временного слоя. Значит, можно 
скопировать диапазон с вычислениями в этих трех столбцах, т.е. 
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H5:J13 и вставить в следующие столбцы, т.е. столбцы K, L, M таб-
лицы (рис. 3.9).  

 
 
Рис. 3.9. Вычисление температуры на втором временном слое (режим отображения 

чисел) 
 
Как известно, при копировании формул в табличном процес-

соре Microsoft Excel адреса относительных ссылок меняются, что 
приведет к перерасчету по формулам с другими исходными данны-
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ми, адреса абсолютных ссылок не изменяются, адреса смешанных 
ссылок меняются частично (рис. 3.10).  

 
 

Рис. 3.10. Вычисление температуры на втором временном слое (режим отображе-
ния формул) 
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Перед копированием нужно вписать граничные значения температу-
ры в соответствии с граничными данными в ячейках J4 и J14 табли-
цы (1.12). Продолжаем копирование и вставку диапазона таблицы с 
вычислением столбца свободных членов, вспомогательного коэффи-
циента gi и значения температуры на очередном временном слое до 
тех пор, пока не получим значения температуры на всем диапазоне 
изменения времени.  
 Полученные значения температуры сводим в единую табли-
цу (рис. 3.11). 
 

 
 

Рис. 3.11. Полученное решение 
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 Строим графическое представление полученного решения 
(рис. 3.12). 

 
 

Рис. 3.12. Графическое представление решения уравнения теплопроводности 
 

4. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В ПАКЕТЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 

РАСЧЕТОВ MATHCAD 
 
 Введением конечно-разностных соотношений в уравнение 
теплопроводности - дифференциальное уравнение второго порядка в 
частных производных - отыскание решения уравнения свелось к оп-
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ределению решений систем линейных алгебраических уравнений 
относительно значений температуры в точках сетки. Эти системы 
могут решаться любым из методов решения систем линейных алгеб-
раических уравнений. В пакете MathCAD существует функция ре-
шения систем линейных алгебраических уравнений методом Гаусса 
lsolve. Воспользуемся ею для получения решения уравнения тепло-
проводности (1.1) с начальным (1.11) и граничными (1.12) условия-
ми. Аргументами функции lsolve являются матрица коэффициентов 
перед неизвестными и столбец свободных членов системы. В данном 
случае предстоит многократное решение системы с одинаковой мат-
рицей коэффициентов. Изменяются столбцы свободных членов. 
 Начиная решение, введем исходные данные и вычислим зна-
чения температуры на нулевом временном слое по начальным усло-
виям (1.11). Далее зададим матрицу коэффициентов системы - мат-
рицу А и столбец свободных членов (1.18) (рис.4.1). Находим реше-
ние системы, т.е. температуру на первом временном слое u1, и пока-
зываем результат вычислений (рис.4.2). Определена температура для 
внутренних узлов сетки. Для того, чтобы найти температуру на вто-
ром временном слое нужно решить систему с измененным столбцом 
свободных членов. Для получения решения на втором временном 
слое нужно пересчитать свободный столбец системы и снова ее ре-
шить. Особенностью вычисления в пакете MathCAD является то, что 
индексы у векторов отсчитываются от нуля, поэтому появляется не-
соответствие в записи формул. Решение для второго слоя u2 приве-
дено на рис. 4.3. 
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Рис. 4.1. Подготовка данных для решения уравнения теплопроводности на первом 

временном слое 
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Рис. 4.2. Решение уравнения теплопроводности на первом временном слое 
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Рис. 4.3. Решение уравнения теплопроводности на втором временном слое 
 
 Повторяя вычисления столбца свободных членов и решения 
системы еще десять раз, получим вектора u1, u2, u3…u10, содержа-
щие значения температуры во внутренних точках сетки. Далее пред-
стоит собрать в одну матрицу начальные значения, краевые и вы-
численные во внутренних узлах.  



 33 

Строим матрицу-ответ из полученных фрагментов: 
1. формируем нулевую и десятую строки, из заданных гранич-

ных условий (1.15) (рис.4.4); 
 

 
 

Рис. 4.4. Формирование матрицы с результатом (граничные условия) 
2. формируем нулевой столбец матрицы как начальное условие 

(1.11) (рис.4.5); 
 

 
 

Рис. 4.5. Формирование матрицы с результатом (начальное условие) 
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3. вставляем температуру отдельных временных слоев 
(рис.4.6); 

 

 
Рис. 4.6. Формирование матрицы с результатами 

4. выводим результат расчета как единый массив М (рис. 4.7). 

 
Рис. 4.7. Результат решения уравнения теплопроводности 
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 Представляем решение графически (рис. 4.8). 
 

 
 

Рис. 4.8. Графическое преставление решения 
 
 Отметим, что получение решения получилось довольно гро-
моздким. В пакете математических расчетов имеется возможность 
программирования. Использование этого средства смогло бы упро-
стить получение ответа, но программирование в MathCAD реализо-
вано весьма своеобразно, и не изучалось в курсе информатики. По-
этому остановимся на реализованном варианте решения. 
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5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТА 
 

 Решение, полученное средствами обоих пакетов, совпадает, 
что подтверждает правильность выполненных расчетов. Решение 
позволяет ответить на ряд вопросов о характере распределения тем-
пературы в области. Температура изменяется в области получения 
решения монотонно, без разрывов. Можно определить наименьшую 
и наибольшую температуру и их расположение в области, например 
как на рис. 5.1 . Можно проследить распределение температуры в 
определенный момент времени (например, как на рис. 5.2), а также 
изменение температуры в некоторой точке области за рассмотрен-
ный промежуток времени (например, как на рис. 5.3).  
 

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

A B C D E F G H

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
0 10 10 10 10 10 10 10

0,1 8 9,77544 10,5705 10,8538 10,9505 10,9832652 10,99434
0,2 6 9,63966 11,1808 11,7218 11,9059 11,968168 11,98924
0,3 4 9,68586 11,8681 12,6168 12,8704 12,9561861 12,98519
0,4 2 10,0163 12,6646 13,5492 13,8476 13,9484928 13,98259
0,5 0 10,7477 13,5934 14,5259 14,8398 14,9458418 14,98169
0,6 4 12,0163 14,6646 15,5492 15,8476 15,9484928 15,98259
0,7 8 13,6859 15,8681 16,6168 16,8704 16,9561861 16,98519
0,8 12 15,6397 17,1808 17,7218 17,9059 17,968168 17,98924
0,9 16 17,7754 18,5705 18,8538 18,9505 18,9832652 18,99434

1 20 20 20 20 20 20 20

max 18,9943
min 9,63966

                                                Решение

 
 

Рис. 5.1. Анализ решения на максимальное и минимальное значения 
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Распределение температуры при t=0,6
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Рис. 5.2. График изменения температуры в момент времени t=0,6 
 

Распределение температуры в точке х=0,7
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Рис. 5.3. График изменения температуры в точке х=0,7 
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ПРИЛОЖЕНИЕ. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 

 
Граничные 

условия 
 

№ 
 

Начальное 
условие при x=a при x=b 

 
a 

 
b 

 
T 

 
h 

 
 

 
хп 

 
tп 

1 u(x,0)=cos2x u(a,t)=1-6t u(b,t)=0,3624 0 1 1,2 0,1 0,2 0,7 1 
2 u(x,0)=x(x+1) u(a,t)=0 u(b,t)=2t+0,96 0,5 1,7 1,3 0,2 0,1 1,1 1,2 
3 u(x,0)=1,2+lg(x+0,4) u(a,t)=0,8+t u(b,t)=1,2 0,7 1,6 1,2 0,15 0,15 1 0,9 
4 u(x,0)=sin2x u(a,t)=2t u(b,t)=0,932 0 1,4 1,6 0,1 0,2 0,9 1,4 
5 u(x,0)=3x(2-x) u(a,t)=0 u(b,t)=t+2,52 0,1 0,8 1,1 0,05 0,1 0,6 0,9 
6 u(x,0)=1-lg (x+0,4) u(a,t)=1,4 u(b,t)=t+1 0,2 1,1 1,5 0,15 0,15 0,5 0,8 
7 u(x,0)=sin(0,55x+0,03) u(a,t)=t+0,03 u(b,t)=0,354 0 1,6 1 0,2 0,2 1,4 1 
8 u(x,0)=2x(1-x) u(a,t)=0,2 u(b,t)=t+0,68 0,1 0,7 1,3 0,05 0,1 0,5 1,2 
9 u(x,0)=sinx+0,08 u(a,t)=0,08+2t u(b,t)=0,6446 0,4 1,5 1,35 0,1 0,15 1,3 1,2 
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