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INTEGRATING FACTOR DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

Annotation: the properties of the integrating factor in differential equations are 

considered in the article, considered example. 

Key words: integrated multiplier of the differential equation of the first order. 

 

Обыкновенные дифференциальные уравнения рассматриваются с 

теоретической и практической точки зрения и представляют собой 

фундаментальную основу для большинства других разделов высшей 

математики: уравнения математической физики, уравнения с частными 

производными, вариационное исчисление, и кроме этого представляют базу 

для более углубленного изучения физики, механики и остальных 

естественных наук.  

Обыкновенный дифференциальные уравнения первого порядка 

имеют следующие основные типы: однородные уравнения, уравнения с 

разделяющимися переменными, линейные дифференциальные уравнения, 

уравнения Риккати, Якоби, Бернулли, а также уравнения в полных 

дифференциалах.  

Если ни к одному из перечисленных типов не приводится 

дифференциальное уравнение первого порядка, тогда необходимо найти 

интегрирующий множитель для того, чтобы представить его к уравнению в 

полных дифференциалах. 

Интегрирующий множитель представляет собой функцию двух 

переменных, при умножении на которую, дифференциальное уравнение 

первого порядка делаются уравнением в полных дифференциалах: 
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𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

В данной формуле интегрирующий множитель есть функция двух 

переменных х и у, но в некоторых случаях он может зависеть от одной 

переменной.  

Так, для дифференциального уравнения 𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0. 

Интегрирующим множителем будет  являться функция — 1/x². 

Интегрирующий множитель μ(х,у) в частных производных должен 

удовлетворять уравнению: 

𝜕(𝜇𝑃)

𝜕𝑦
−
𝜕(𝜇𝑄)

𝜕𝑥
= 0. 

Условием этого уравнения является выражение: 

𝜇(𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦) 

является полным дифференциалом.  

Любое дифференциальное уравнение 1-го порядка: 

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

имеет бесконечное количество интегрирующих множителей. Зная один 

интегрирующий множитель можно интегрировать уравнение. 

Интегрирующий множитель, для многих видов дифференциальных 

уравнений 1-го порядка, заранее известен. Уравнение является уравнением 

в полных дифференциалах, если выполнено условие  
𝑑𝑃

𝑑𝑦
=

𝑑𝑄

𝑑𝑥
 

 Итак, зная интегрирующий множитель, можно найти не только 

общий интеграл, а все особые решения уравнения. Особым решением 

уравнения является такое решение, интегрирующий множитель вдоль 

которого обращается в бесконечность. 
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Пример. Решите дифференциальное уравнение.  

(1 − 𝑥2𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2(𝑦 − 𝑥)  𝑑𝑦 = 0 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥2𝑦, 

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑦 − 𝑥) 

Вычислим частные производные: 

𝑑𝑃

𝑑𝑦
= (1 − 𝑥2𝑦)′𝑦 = −𝑥2 

𝑑𝑄

𝑑𝑥
= (𝑥2(𝑦 − 𝑥))

′
= 2𝑥(𝑦 − 𝑥) + 𝑥2(−1) = 2𝑥𝑦 − 2𝑥2 − 𝑥2 = 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 

Условие не выполняется, т.е. 
𝑑𝑃

𝑑𝑦
≠
𝑑𝑄

𝑑𝑥
  

Значит уравнение не является уравнением в полных дифференциалах. 

Умножим данное уравнение на интегрирующий множитель 𝜇 =

1

𝑥2
, 𝑥 ≠ 0 

Получим: 
1

𝑥2
(1 − 𝑥2𝑦)𝑑𝑥 +

1

𝑥2
𝑥2(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0, 

(
1

𝑥2
− 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0. 

Вычислим частные производные: 

𝑑𝑃

𝑑𝑦
=  −1                

𝑑𝑄

𝑑𝑥
= −1 

𝑑𝑃

𝑑𝑦
=
𝑑𝑄

𝑑𝑥
 - следовательно,  

Полученное дифференциальное уравнение является уравнением в 

полных дифференциалах. 
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Составим систему: 

{
 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝑄(𝑥, 𝑦)

   =>  

{
 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1

𝑥2
− 𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝑦 − 𝑥

 

Проинтегрируем первое уравнение по x, получим: 

∫
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = ∫(

1

𝑥2
− 𝑦)𝑑𝑥; 

𝑢′𝑦(𝑥, 𝑦) = ∫
𝑑𝑥

𝑥2
− 𝑦∫𝑑𝑥, 

𝑢(𝑥, 𝑦) = −
1

𝑥
− 𝑦𝑥 + 𝜑(𝑦) 

Дифференцируем по y: 

𝑢′𝑦(𝑥, 𝑦) = (−
1

𝑥
− 𝑦𝑥 + 𝜑(𝑥))

′

= −𝑥 + 𝜑′(𝑦), 

−𝑥 + 𝜑′(𝑦) = 𝑦 − 𝑥, 

𝜑′(𝑦) = 𝑦, 

𝜑(𝑦) = ∫𝑦𝑑𝑦, 

𝜑(𝑦) =
𝑦2

2
+ 𝐶. 

Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑦) примет вид: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = −
1

𝑥
− 𝑦𝑥 +

𝑦2

2
+ 𝐶     /( ∗ 2) 

Или можно дописать в следующем виде 

𝑥𝑦2 − 2𝑥2𝑦 − 2 = 𝐶 

Ответ:  𝑥𝑦2 − 2𝑥2𝑦 − 2 =  𝐶 
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