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СХЕМЫ БЕРНУЛЛИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ УСЛОВИЯ 

ЛИНДЕНБЕРГА 

 

Аннотация: В статье рассматривается последовательность независимых 

случайных величин Бернулли 𝑋𝑛 с вероятностью успеха 𝑝𝑛 = 1/𝑛. 

Доказывается, что центрированная и нормированная сумма (𝑆𝑛 − log 𝑛)/

√log 𝑛 слабо сходится к стандартному нормальному закону. Доказательство 

основано на проверке условия Линденберга для треугольной схемы и 

применении теоремы Линденберга‑Феллера. 

Ключевые слова: центральная предельная теорема, схема Бернулли, 

условие Линденберга, треугольная схема, слабая сходимость, теорема 

Линденберга‑Феллера. 
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PROOF OF THE CENTRAL LIMIT THEOREM FOR THE BERNOULLI 

SCHEME USING THE LINDENBERG CONDITION 

 

Abstract: The article considers a sequence of independent Bernoulli random 

variables 𝑋𝑛 with success probability 𝑝𝑛 = 1/𝑛. It is proved that the centered and 

normalized sum (𝑆𝑛 − log 𝑛)/√log 𝑛 converges weakly to the standard normal law. 

The proof is based on verifying the Lindeberg condition for a triangular array and 

applying the Lindeberg-Feller theorem. 
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Введение. Пусть {𝑋𝑛}𝑛 ≥ 1 − последовательность независимых 

случайных величин, где 𝑋𝑛 имеет распределение Бернулли с вероятностью 

успеха 𝑝𝑛 = 1/𝑛: 𝑃(𝑋𝑛 = 1) =
1

𝑛
, 𝑃(𝑋𝑛 = 0) = 1 −

1

𝑛
. Слагаемые независимы, 

но не одинаково распределены [2]. Обозначим 𝑆𝑛 = 𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑛. Известно 

[4], что математическое ожидание и дисперсия суммы равны 𝔼𝑆𝑛 = 𝐻𝑛 =

∑
1

𝑘

𝑛
𝑘=1 ,  Var(𝑆𝑛) = ∑ (

1

𝑘

𝑛
𝑘=1 −

1

𝑘2
) =  𝐻𝑛 − ∑

1

𝑘2
𝑛
𝑘=1 . Поскольку 𝐻𝑛 = log 𝑛 + 𝛾 +

𝑜(1) [3], а ∑ 1/∞
𝑘=1 𝑘2 = 𝜋2/6, то 𝑉𝑎𝑟(𝑆𝑛) ~ log 𝑛.  

Цель работы — доказать слабую сходимость 
𝑆𝑛−log 𝑛 

√log 𝑛
→  N(0,1), где 

𝑁(0,1) − стандартное нормальное распределение. Для её решения 

применяется условие Линденберга и теорема Линденберга‑Феллера [5]. 
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Теорема Линденберга‑Феллера. Рассмотрим треугольную схему: для 

каждого 𝑛 определим независимые случайные величины 𝑌𝑛,1, … , 𝑌𝑛,𝑛 с 

нулевыми математическими ожиданиями и конечными дисперсиями 𝜎𝑛,𝑘
2 =

𝔼𝑌𝑛,𝑘
2 . Пусть 𝑠𝑛

2 = ∑ 𝜎𝑛,𝑘
2𝑛

𝑘=1 . 

Согласно теореме Линденберга-Феллера [1], если для любого 𝜀 >

0 выполнено условие Линденберга  lim
𝑛→∞

1

 𝑠𝑛
2 ∑ 𝔼 [𝑌𝑛,𝑘

2 1{|𝑌𝑛,𝑘|>𝜀𝑠𝑛}]𝑛
𝑘=1 = 0, и 𝑠𝑛

2 →

σ2 >0, то ∑ 𝑌𝑛,𝑘
𝑛
𝑘=1 → 𝑁(0, σ2). В нашем случае мы положим σ2 = 1 и 

покажем, что 𝑠𝑛
2 → 1. 

Построение треугольной схемы. Введём центрированные и 

нормированные величины: 𝑌𝑛,𝑘 =  
𝑋𝑘−1/𝑘

√log 𝑛
, 𝑘 =  1, … , 𝑛. Тогда 𝔼𝑌𝑛,𝑘 =  0 и 

𝜎𝑛,𝑘
2 =  

1

log 𝑛
 (

1

𝑘
−

1

𝑘2). Суммарная дисперсия: 𝑠𝑛
2 =  

1

log 𝑛
(𝐻𝑛 − ∑

1

𝑘2
𝑛
𝑘=1  ) , 

где 𝐻𝑛 =  ∑
1

𝑘

𝑛
𝑘=1   — гармонические числа. Поскольку 𝐻𝑛 = log 𝑛 + 𝛾 + 𝑜(1), а 

∑ 1/∞
𝑘=1 𝑘2 = 𝜋2/6, получаем 𝑠𝑛

2 → 1 [3]. Таким образом, предельная 

дисперсия равна единице. 

Проверка условия Линденберга. Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. 

Нам нужно показать, что 𝐿𝑛(𝜀): = ∑ 𝔼 [𝑌𝑛,𝑘
2 1{|𝑌𝑛,𝑘|>𝜀𝑠𝑛}]𝑛

𝑘=1 → 0. 

Заметим, что 𝑌𝑛,𝑘 принимает значения 
1−1/𝑘

√log 𝑛
 (при 𝑋𝑘 =

1), −
1/𝑘

√log 𝑛
(при 𝑋𝑘 = 0). Следовательно, |𝑌𝑛,𝑘|  ≤  

1

√log 𝑛
. 

Для достаточно больших 𝑛 (а именно когда 
1

√log 𝑛
< 𝜀) событие {|𝑌𝑛,𝑘| >

 𝜀} может произойти только при 𝑋𝑘 = 0 и тогда |𝑌𝑛,𝑘| =  
1

𝑘√log 𝑛
> 𝜀 ⟺ 𝑘 <

1

𝜀√log 𝑛
 . 
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Обозначим 𝐾𝑛 = ⌊
1

𝜀√log 𝑛
⌋. При 𝑘 > 𝐾𝑛 индикатор равен нулю. Для 𝑘 ≤

𝐾𝑛 имеем [6] 𝔼 [𝑌𝑛,𝑘
2 1{|𝑌𝑛,𝑘|>𝜀𝑠𝑛}] =  

1

log 𝑛
∙

1

𝑘2
𝑃(𝑋𝑘 = 0) =

1

log 𝑛
∙

1

𝑘2 (1 −
1

𝑘
).  

Следовательно, 𝐿𝑛(𝜀) =
1

log 𝑛
∑

1

𝑘2 (1 −
1

𝑘
)  ≤  

π2

6 log 𝑛
→ 0.

𝐾𝑛
𝑘=1  Таким 

образом, условие Линденберга выполнено для любого 𝜀 > 0. 

Применение теоремы Линденберга‑Феллера и леммы Слуцкого. 

Поскольку 𝑠𝑛
2 → 1 и условие Линденберга выполняется, теорема 

Линденберга‑Феллера даёт [1] 

∑ 𝑌𝑛,𝑘
𝑛
𝑘=1 =

𝑆𝑛−𝐻𝑛

√log 𝑛
⟹ 𝑁(0,1). (1) 

Далее заметим, что 
𝑆𝑛−log 𝑛

√log 𝑛
=  

𝑆𝑛−𝐻𝑛

√log 𝑛
+ 

𝐻𝑛−log 𝑛

√log 𝑛
. Второе слагаемое 

стремится к нулю, так как 𝐻𝑛 − log 𝑛 → 𝛾. По лемме Слуцкого [3] добавление 

величины, сходящейся к нулю по вероятности, не меняет предельного 

распределения. Поэтому из (1) окончательно получаем 
𝑆𝑛−log 𝑛

√log 𝑛
→ 𝑁(0,1). 

Заключение. В работе проверено условие Линденберга для треугольной 

схемы, порождённой бернуллиевскими величинами с вероятностью успеха 1/

𝑛. Ключевым моментом является то, что индикатор {|𝑌𝑛,𝑘| > 𝜀} отличен от 

нуля лишь для очень малых 𝑘 (порядка 1/(𝜀√log 𝑛 )), и соответствующий 

вклад в сумму убывает как 1/(log 𝑛). Таким образом, метод Линденберга даёт 

прямое доказательство центральной предельной теоремы для 

рассматриваемой схемы, основанное только на моментах второго порядка. 
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